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Ce  Cours  est  exclusivement  destiné  aux  Candidats  H  l'École  spéciale  Mili- 
taire de  Saint-Cyr.  Ils  y  trouveront,  traitées  dans  l'ordre  même  du  programme, 
toutes  les  connaissances  exigées  d'eux.  Les  antiseptiques  et  les  désinfectants 
qui  forment  une  partie  à  part  dans  la  Chimie,  ont  été  rédigés  avec  le  plus 
grand  soin.  Enfin,  quelques  notions  qui  ne  sont  pas  explicitement  désignées 
par  le  programme,  et  qu'il  est  nécessaire  de  connaître  sont  mises  à  la  fin  de 
l'ouvrage  dans  un  très  court  appendice. 
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Les  lecteurs  sont  informés  (|ue  la  direction  de  ce  journal  a 
passé  des  mains  de  M.  de  Longcliamps  aux  mains  d'un  comité 
composé  de  professeurs  éminents  des  Ecoles  spéciales,  Lycées  et 
Collèges  de  Paris,  et  présidé  par  M.  Georges  Mariaud,  directeur 
des  études  à  l'Ecole  préj)araloire  Saint-Georges  et  professeur  à 
l'Institut  CommerciaL 

M.  de  Longchamps  avait  mis  au  service  de  celte  publication, 
fondée  depuis  plus  de  20  années,  son  activité  si  dévouée  et  sa 
compétence  si  éclairée  :  mais  son  éloge  n'est  plus  à  faire  auprès 
de  ceux  qui  l'ont  suivi  dans  son  œuvre. 

La  nouvelle  Direction  saura  montrer  un  dévouement  égal; 
AL  Mariaud  tient  à  l'affirmer  ici,  au  nom  du  Comité  et  en  son 
nom.  Elle  s'attachera  à  accroître  encore  l'intérêt  de  cette  publi- 
cation destinée  aux  jeunes  gens  qui  préparent  des  examens  et 
concours. 

C'est  ainsi  que  pour  répondre  à  un  besoin  réel,  né  de  la  dilTé- 
rence  devenue  profonde  entre  les  divers  genres  d'examens  et 
concours  roulant  sur  les  Elémenlaires,  il  a  été  décidé  que  les 
questions  proposées  par  le  Comité  seraient  désormais  classées  par 
genres  d'examens  et  concouis.  Cette  modification  inaugure  une 
idée  nouvelle  et  ne  peut  ([u'ètre  d'une  grande  utilité  aux  divers 
groupes  de  candidats. 

Voici  le  nouveau  i)Ian  de  ce  journal. 

PHEMlLIÎl-:  IWIITIE 

Questions  proposées  par  le  Comité  aux  candidats  : 

x"  A  V Ecole  spéciale  militaire  de  Sa'uil-Cijr  \ 

•i"  A  l'Institut  national  agronomique; 

li"  Au  Bnccalaitrèal  lettres  mathématiques  -^ 

4°  Ai'.'^  Ecoles  d'agriculture  ; 

5°  .\ux  Ecoles  de  commerce. 

.loniNAi.  nn  math,  ki.km.  —   ISOT.  1 
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DEUXIÈME  PARTIE 

Solutions  dans  le  même  ordre  des  questions  ■proposées  da)is 
les  numéros  précédents,  suivies  du  notn  des  2^e>'son7ies  aijaril 
résolu  les  questions. 

TROISIÈME  PARTIE 

Questions  diverses,  théories  et  démonstrations  nouvelles  rela- 
tives aux  élémentaires. 

CORRECTION  DES  COPIES 

Mais  il  ne  suffit  pas  aux  divers  groupes  de  candidats  d'être 
guidés  chacun  séparément  dans  la  route  spéciale  qui  comluit  au 
but;  il  faut  encore,  quand  il  s'agit  d  un  concours,  que  les  can- 
didats à  un  même  concours  puissent  périodiquement  comparer 
les  progrès  accomplis.  Le  Comité  s'est  aussi  préoccupé  de  satis- 
faire à  ce  desideratum  :  il  corrigera,  annoter^,  classera  et  retour- 
nera/"rapzco  les  copies  de  ceux  qui  s'abonneront  à  la  Correction 
et  traiteront  les  questions  mensuelles  proposées  dans  le  journal. 

Ce  classement  des  copies  venues  des  divers  points  de  la  France 
sera  pour  le  candidat  le  renseignement  le  plus  ])récieux.  Cette 
idée  heureuse  a  rencontré  l'adhésion  de  tous  ceux  à  qui  elle  a 
déjà  été  communiquée. 

Le  Président  du  Comité, 

Georges  MARIA UD. 


Nota.  —  Voir,  pour  l'abonnement  à  [a.' Correction  des  copies, 
a  la  tin  du  fascicule. 
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PREMIERE  PARTIE 

i^ucslioiis  proposées  par  le  Coniilé  aux  Candidats 

I.  —  A  L'ÉCOLE  SPÉCIALl^.  ÎMILITAIKE  S'-CYR 


ECRIT 

MATHÉMATIQUES 

1.  —  On  considère  lous  les  triangles  qui  ont  un  sommet  A 
commun,  la  bissectrice  AD  de  l'angle  A  invariable  de  grandeur 
et  de  position  et  dont  le  cercle  circonscrit  passe  par  un  troisième 
l)oint  (ixe  F  de  la  droite  AD  ; 

i"  Démontrer  que  dans  tous  ces  triangles  le  produit  de  la  hau- 
teur par  le  diamètre  du  cercle  circonscrit  est  constant; 

'2°  Trouver  le  lieu  du  milieu  du  côté  opposé  au  sommet  A; 

!5°  Trouver  le  lieu  du  j)oint  de  rencontre  des  médianes; 

4"  Construire  le  triangle  connaissant,  outre  les  trois  points  A, 
1),  F,  soit  la  grandeur  de  l'angle  A,  soit  la  longueur  du  côté 
opposé  BC. 

2,  —  Dans  un  triangle  ABC  on  donne  l'angle  B  =  3o°,  le 

rapport  -  =  m  et  la  distance  x  entre  les  pieds  des  bissectrices  des 

angles  intérieur  et  extérieur  du  sommet  A.  Calculer  le  coté  c,  et 
construire  géométriquement  ce  triangle. 

ÉPURE 

n.  —  Un  cône  droit  a  pour  base  une  circonférence  de  rayon 
«)  centimètres  et  de  centre  .v, 
située  dans  le  plan  H;  5  qu'on 
placera  au  centre  de  la  feuille 
est  aussi  la  projection  du 
somiiKit  dont  la  cote  est  de 

V\\  prisuui  a  pour  base 
un  carré  |)lacé  aussi  dans 
II'  plan  11  et  dont  le  côté 
»i)i  =  ()'■", 2  est  délini  pur 
les  distiinces  de  //i  aux 
parallèles  menées  par  .9  aux  côtés  du  cadre  :  wi  =^  9.  centimètres, 
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^m  =  2'='", 5  ;  et  ])ar  la  distance  à  5  de  l'intersection  K,  sK  =  G'"', 2. 
La  direction  des  arêtes  du  prisme  en  projection  est  7ib  qui  fait 
angle  de  32^  avec  s^  ;  leur  pente  =  1/2. 

On  demande  de  trouver  l'intersection  du  ])risme  et  du  cône  et 
de  représenter  le  cône  traversé  par  le  prisme,  celui-ci  étant  sup- 
posé enlevé.  Tangentes  aux  points  lemarquables. 

CALCUL  TRIGONOMÉÏHIQUE 

4.  —  On  donne 

A=:  242,728 

B  =  32''6'57" 

C=   110°32'20". 

QUESTIONS  AYANT  ÉTÉ  PROPOSÉES  A  L'ORAL 
o.  —  Etant  donnés  2  axes  rectangulaires  et  une  circonférence 

larvgente  à  ces  axes  par  le 
])oint  0  on  mène  une  sécante 
faisant  un  angle  a  avec  l'axe 
des  a?;  déterminer  une  corde 
j)arallèle  à  l'axe  des  y 
et  rencontrant  la  sécante 
en     un    point    II    tel    f[ue 

EF"-j-TÏK'  =  ?n-. 

Prendre    pour    inconnue 
OK  =  X. 

6.  —  Calculer  les  angles 
d'un  triangle  connaissant  a,  B  —  C  =  a  et  la  surface  =  m-. 
7.  —  Résoudre  et  discuter  l'équation 

X-  —  2X  -\~  log  a  =  0. 


II.  —  A  L'INSTITUT  NATIONAL  AGRONOMIQUE 


MATHÉMATIQUES 

8.  —  Etant  donnée  une  circonférence  de  centre  0,  à  quelle  dis- 
tance X  de  0  faut-il  prendre  un  point  P  tel  que  si  l'on  mène  de 
ce  point  les  deux  tangentes  PA  et  PB  au  cercle  0  ;  le  cercle  0'  tan- 
gent à  ces  deux  droites  et  à  la  circonférence  0  ait  pour  surface  r.tn". 
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î).  —  Calculer  les  3  côtés  d'un  triangle  rectangle  connaissant  la 
somme  tt  tM'  des  volumes  engendrés  par  le  triangle  en   tournant 

successivement  autour  des  côtés  de  l'angle  droit  et  la  somme  m- 
des  surfaces  du  triangle  et  d'un  rectangle  dehauleur  a  ayant  pour 
base  le  segment  intercepté  sur  l'hypoténuse  par  les  points  de  con- 
tact des  cercles  ex-inscrits  dans  les  deux  angles  aigus. 

Discuter.  —  Examiner  en  particulier  le  cas  de  a  =  &. 

10.  —  Calculer  en  se  servant  des  logarithmes  la  valeur  de  r? 
donnée  par 

C/-  (i  -\-  rY 


a  = 


(1  +r)"_  1' 


pour  C  =  38  5oo,  r  =  o,o35,  n  =  lo. 
Dire  quelle  est  celte  formule. 

PHYSIQUE  Eï  CHIMIE 

II.  —  1°  Sur  l'un  des  plateaux  d'une  balance  on  a  placé  un 
vase  contenant  une  dissolution  saline  de  densité  i,5  et  on  afaitla 
tare  pour  établir  l'horizontalité  du  fléau. 

Au-dessus  du  vase  on  suspend  par  un  fil  fin  un  fragment  de 
platine,  de  manière  à  ce  qu'il  plonge  constamment  dans  le  liquide. 
L'horizontalité  du  fléau  sera-l-elle  dérangée?  Que  faudra-t-il  faire 
pour  la  rétablir  sachant  que  le  platine  a  pour  densité  21  et  que  le 
fragment  pèse  75^'^6. 

I  îî.  —  2°  Qu'est-ce  que  l'état  hygrométrique  de  l'air?  Comment 
l'obtient-on  par  l'Hygromètre  de  Regnault  que  l'on  décrira  d'abord 
sommairement. 

3"  Préparation  du  phosphore  blanc.  Fabrication  des  allumettes. 

III.  —  AU  lîAGCALAUIlÉAT 
LETTRES  MATHÉMATIQUES 


MATHEMATIQUES 

iîî.  —  i"""  (Oblif/atnirr).  Ou  ((tupe  uu  IcHraèdre  quelconque 
AHCI)  par  un  plan  |)arallèle  aux  côtés  opposés  AH  et  CD  ; 

1°  Démontrer  que  la  section  EFCIl  faite  jiar  ce  plan  dans  le 
tétraèdre  est  un  parallélogramme. 
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2"  Démontrer  que  -r-rr 


EF 


r^  reste    constant    quand     le    plun 

EFGH    se   déplace    parallèle- 
ment aux  côtés. 

3°  Trouver  la  position  du 
plan  pour  laquelle  la  surface 
du  parallélogramme  est  maxi- 
mum. 

14.  —  2""^  (aie  choix)  I. 
Théorie  du  plus  grand  com- 
mun diviseur  de  2  nombres 
par  la  division. 

lo.  —  II.  Si  un  nombre 
N    divisant    A    et     B     donne 
des  quotients    premiers  entre 
eux,  X  est  le  plus  grand  commun  diviseur  de  A  elB. 

16.  —  III.  Tout  nombre  qui  divise  le  produit  de  deux  autres 
et  est  premier  avec  l'un  d'eux  divise  l'autre. 

PHYSIQUE 

PREMIÈRE  QUESTION  (Obligatoire) 

IT.  —  Les  deux  poids  de  la  machine  d'Atwood  sont  de 
io5  grammes  chacun;  le  poids  additionnel  est  de  3  grammes. 
Avec  quelle  vitesse  le  poids  descendant  atteindra-t-il  le  curseur 
plein  placé  à  i™,65. 

G  =  9'", 8. 

DEUXIÈME    QUESTION    (Au  cJloLv) 

18.  —  I.  Calculer  l'accélération  dans  la  machine  d'atwood. 

19.  —  II.  Démontrer  à  l'aide  de  la  machine  d'atwood  que  les 
accélérations  sont  proportionnelles  aux  masses. 

20.  —  III.  Machine  de  Morin. 
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IV.  —  AU  BACCALAUREAT 
DE  jyEXSEJCNEMENT  MODERiNE 


MATHÉiMATlQUES 

l'REMiKHE  uuESïiON  (^Obligatoire) 
îîl.  —  Etant  donné  le  polvnome 

X'^  H-  px  -\-  q, 

trouver  la  relation  qui  doit  exister  entre ^j  et  q  pour  que  ce  poly- 
nôme soit  divisible  par  {ce  —  a)-. 

DEUXIÈME    QUESTION    [Auchoix) 

îîîî.  —  I.  Démontrer  la  propriété  de  la  tangente  à  Tellipse. 

ÎÎÎ5.  —  II.  Lieu  des  symétriques  d'un  foyer  par  rapport  aux  di- 
verses tangentes  à  l'ellipse. 

3-1.  —  ni.  Lieu  des  points  tels  que  les  2  tangentes  à  Teilipse 
issues  de  chacun  deux  soient  perpendiculaires  l'une  à  l'autre. 

PHYSIQUE 

PREMIÈRE  QUESTiox  {Obligatoire) 

^•>.  —  Vn  vase  cylindrique  de  verre  ayant  2  centimètres  carrés 
de  section  intérieure  est  suspendu  par  son  fonda  l'exlrémilé  d'une 
lige  de  fer  verticale  longue  de  o'",75  dont  l'autre  extrémité  est 
fixée  en  un  point  A. 

Uuel  |»oids  de  mercure  faut-il  y  verser  pour  que  le  centre  de 
gravité  de  cette  masse  de  mercure  reste  à  une  distance  constante 
de  A. 

Coefficient  de  dilatation  linéaire  du  fer  0,000012, 

»  du  verre  0,000008, 

Coefficient  de  dilatation  absolue  du  mercure  0,00018. 

Densité  du  mercure  à  o"  =  i3,G. 

DEUXIÈME    QUESTION    (,-!«  cltOÙv) 

2(î.  —  I.  Lunette  terrestre, 
2T.  —  il.  Luneticde  Galilée. 
28,  —  III.  Télescope  de  Newton. 
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V.  _  AUX  ECOLES  D^\GRICULTUU!{ 


PREMIERE    QUESTION 

21).  —  On  a  un  terrain  rectangulaire  dont  on  peut  l'aire  un 
nombre  exact  de  lots  de  i5o,  120  et  180  mètres  carrés.  La  surface 
totale  est  inférieure  à  20  ares. 

1*^  Oiielles  sont  les  dimensions  de  ce  terrain,  sachant  que  sa 
longueur  est  double  de  sa  largeur. 

2°  On  a  vendu  ce  terrain  et  on  a  placé  à  4  1/2  Vo  ^^  pi''-^  ^^^ 
vente.  Au  bout  de  2  ans  et  4  niois  on  a  retiré,  capital  et  intérêts 
compris,  la  somme  de  23  868  fr.  Quel  est  le  prix  du  mètre  carré? 

DEUXIÈME    QUESTION 

ÎÎO.  —  On  donne  une  pyramide  régulière  à  base  carrée  dont  le 
côté  a  12  centimètres:  l'arête  a  une  longueur  de  20  centimètres: 
on  coupe  le  solide  par  un  plan  parallèle  à  la  base  et  la  section  ob- 
tenue a  une  surface  de  1 1  025  mètres  carrés. 

Calculer  1°  la  surface  latérale  de  la  pyramide  à  un  centimètre 
carré  près  ;  2°  le  volume  à  un  centimètre  cube  près  de  la  petite 
pyramide 

TROISli':ME    QUESTION 

îî  i .  —  Calculer  par  logarithmes  la  valeur  de  x  donnée  par 


.^  =  (;/(29,85)2  X  VV7'53^'] 


VI.  —  AUX  ECOLES  DÉ  COMIMERCE 


ti*i,  —  Calculer  à  —  i)rès    ^ .   '  . 
11'  5 

îiîî.  —  Un  billet  payable  dans  54  jours  escompté  en  dehors  et 
en  dedans  au  taux  de  3  7o  ^  donné  1  fr.  20  comme  différence  des 
deux  escomptes.  On  demande  la  valeur  nominale  du  billot. 

3  1.  —  Déterminer  un  nombre  de  3  chillres  sachant  :  1"  que  le 
chiffre  des  dizaines  égale  celui  des  unités  ;  2°  qu'en  ajoutant  42  au 
doul)le  du  nombre,  on  obtient  le  nombre  renversé;  3°  que  si  on 
met  le  chiffre  des  dizaines  à  la  place  de  celui  des  centaines  et  ré- 
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ciproquement  on  obtient  un  nombre  qui^  augmenté  de  27,  égale 
le  nombre  renversé. 

î{5.  — Calcul  logarithmique.  —  Calculer 


X  =  317, a3 


2,i,4l 


îV'3 


DEUXIÈME  PARTIE 


Pour  mémoire.  —  Celte  partie  du  nouveau  plan  ne  pouvant 
être  remplie  qu'à  partir  du  n°  2  de  novembre. 


TROISIEME  PARTIE 


Questions  tliverses 

ÉCOLE  SPÉCIALE  MILITAIRE 

CONCOURS    DE    1897 
Solution,  par  M.  le  Chanoine  Reboul, licencié  es-sciences  mathématiques. 


I.  —  On  donne  dans  un  triangle  ABC  l'angle  A,  le  cùté  b  et  le  rapport 
—  =:  K  du  cùté  a  à  la  médiane  correspondante  m. 

Calculer  le  côté  c.  —  Discuter. 

II.  —  On  donne  trois  points  fixes  A,  B,  G  en  ligne  droite;  on  considère 
une  circonférence  variable  passant  par  les  points  B  et  C;  on  mène  par  le 
point  A  les  deux  tan- 
gentes AT,  AT'  et  la 
corde  des  contacts 
TT'.  On  demande  : 

1°  Les  lieux  géomé- 
triques des  milieux 
des  côtés  du  triangle 
ATT'; 

a"  Le  lieu  du  centre 
du  cercle  circonscrit 
k  ce  triangle  ; 

30  Les  lieux  des 
points    d'intersection 

de    la    tangente   AT  avec   chacune   des    deux   tangentes    parallèles  ;\  la 
droite  ARC. 
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1.  —  Les  équations  du  problème  sont  évidemment  . 

■^  =  K, 

a"  =  è'  +  c"  —  ibc  cos  A, 

0 

2m^  H — -  =  h'  +  c'- 

2 

En   remplaçant,   dans   la   seconde   équation,  a"   par   ??t"K"   et   m     par 

,,2      ,         2, 

■     .  .  on  a  pour  calculer  c  : 

K'^  +  4 

0    ,    aic'K^  +  4)  cos  A    ,    ,2 
(A)  c-  +  7  ^' +  J-  =  0. 

K-  —  4 

Le  tei'mé  connu  è"  étant  positif,  c  pour  être  acceptable  doit  être  réel  et 
positif,  c'est-à-dire  que  l'on  doit  avoir  : 

(i)  (K"''  +  4/cos'^A  —  (K-  -  4r  >  0, 

,  ,  cos  A 

(^^  i?^4<" 

Il  faut  remarquer  que  l'inégalité  (i)  donne  pour  cos  A,  une  valeur 
absolue  inférieure  à  l'unité. 

Cela  posé,  faisons  sur  A  les  deux  hypothèses  :  A  <  90,      A  >  90. 

i"  A  <  90.  L'inégalité  {1)  impose  la  condition  K'  <  4,  et  l'inégalité  (i) 

se  réduit  à  :  (K^  +  4)  cos  A  +  K"  —  4  >  o, 

ou  : 

A   -^   4  —  K^ 
cos  A  >  2 5. 

4  +  K^ 
Si  cette  condition  est  satisfaite  le  problème  comporte  deux  solutions,  si 
elle  ne  l'est  pas  le  problème  est  impossible. 
3°  A  >  90.  L'inégalité  (2)  impose  la  condition  K"  >  4,  et  l'inégalité  (i) 

se  réduit  à  :  (K^  -f  4)  cos  A  —  (K^  —  4j  >  o, 
ou  ; 

A  -^  K'  -4  ■ 

cos  A  >  -^i • 

K-  +  I 

Gomme  précédemment,  le  problème  comporte  2  ou  r  solutions  selon  que 
cette  condition  est  ou  n'est  pas  satisfaite. 

Remarque.  —  Dans  la  discussion,  nous  avons  supposé  K"  ^  4-  En  sup- 
posant K^  =  4.  l'équation  (A)  se  réduit  à  :  ibc{K.'  -\-  4)  cos  A  =  0,  d'où 
cos  A  =  o.  Le  triangle  donné  est  rectangle  et  l'on  a  pour  c  une  valeur 
indéterminée.  On  pouvait  du  reste  prévoir  ce  résultat.  Dans  tout  triangle 
rectangle,  en  efiet,  le  rapport  K^  vaut  4- 

2.  —  i"  Soit  0  le  centre  de  la  circonférence  variable,  lequel  se  trouve 
sur  la  perpendiculaire  élevée  au  milieu  K  de  BG.  Posons  AK  =  a, 
BK  =  i  et  joignons  le  point  0  aux  points  A  et  T. 
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Considërons  le  point  I  milieu  de  TT'  comme  intersection   de  OA  et  de 
TT',  le  triangle  rectangle  AOT  donne  : 

AI  X  AO  =  ÂT^ 

=  AB  X  AC, 
=  a-  —  b^. 

Le  produit  est  constant,  le  point  0  décrit  la  perpendiculaire  KO,  le 
point  J  décrira  donc  la  figure  inverse,  c'est  à-dire  une  circonférence  pas- 
sant au  pôle  A  et  au  point  F  (intersection  de  la  droite  fixe  ABC  et  de  la 
droite  mobile  TT',  ce  point  F  est  fixe).  AF  est  le  diamètre  de  cette  circon- 
férence et  a  pour  valeur  '^  . 
a 

Considérons  le  point  1'  milieu  de  AT.  On  a  évidemment  : 


Al'  —  —  =  ^^"^  ~  *' 


3  2 

Le  lieu  décrit  par  le  point  1'  est  donc  une  circonférence  de  centre  A   et 

\/a-  —  b- 
de  raj'on . 

Le  lieu  décrit  par  le  point  1"  milieu  de  Al'  est  évidemment  la  même 
circonférence. 

2"  Le  centre  w  du  cercle  circonscrit  au  triangle  ATT'  se  trouve  à  l'in- 
tersection de  AD  et  de  la  perpendiculaire  l'w  élevée  sur  le  milieu  de  AT. 
Cela  posé,  les  triangles  semblables  ATO,  Al'to  donnent  : 

Au AI' I 

ÂD  ~ÂÎ  ~  2" 

A    étant  considéré    comme    centre  d'horaothétie  et  -  comme  rapport,  w 

2  '  ' 

décrit  une  droite  perpendiculaire  à  la  droite  fixe  ABC. 
3°  Soient  M  le  point  de  rencontre  des  deux  tangentes  au  cercle  mobile 

0   et  ER  une  perpendiculaire  à  ABC  telle  que  l'on  ait  :  DR  =  \  a'  —  b'- 
La  tangente  MD  et  MT,  issues  du  point  M,  étant  égales  : 

DR  =  MA, 
d'où  : 

MR  =  MA. 

Le  point  M  décrit  donc  une  parabole  ayant  le  point  A  pour  foyer  et  la 
droite  ER  pour  directrice. 

EPURR 

Une  sphère  est  tangente  au  plan  horizontal  en  un  point  A  ;  elle 
passe  par  un  point  li  (jui  a  pour  C(Mé  72"""  cl  qui  se  projette  on  un 
point  h  à  une  disfance  de  A  égale  à  Qe"""".  (Placer  A  et  6  sur  une 
droite  distante  de  1 15""°  du  bord  inférieur  de  la  feuille,  A  à  îo""" 
à  gauche  du  milieu  de  celle  droite  et  b  à  gauche  de  A). 
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Considérer  le  plan  P  mené,  parle  point  A,  perpendiculairement 
au  rayon  OB,  et  le  triangle  équilatéral  CDE  inscrit  à  la  section  de 
cette  sphère  par  ce  plan,  en  plaçant  horizontalement  le  cùlé  DE 
de  manière  que  sa  cote  soit  inférieure  à  celle  de  G.  —  Sur  la  per- 
pendiculaire en  C,  au  plan  P,  prendre  un  point  S  de  cote  égale  à 
240'"". 

La  sphère  étant  supposée  opaque,  représenter  la  portion  de  son 
volume  comprise  dans  le  trièdre  dont  les  arêtes  sont  les  droites 
indéfinies  SC,  SD,  SE. 

CALCUL  LOGARITHMIQUE 

Résoudre  un  triangle  connaissant  les  trois  côtés 

a  =  2  598         &  =  2  333         c  =  2  543. 

Formules  : 

S  =  \/p{p  —  a)  (î)  —  h)  (p  -^  c) 

r  =  - 
P 

r  ,     B  0 


P 


tg-  = 
°  2        p  —  a 

3  737  ;    2^  —  ^  ' 


tg?  =  -^-y;       tgC  = 
'^2        p  —  b  ° 

1  1 39  ;   p  —  b  =  iAoA; 


logp  =  3,67262 
log  (p  —  a)  =  3,06662 
log(p  —  b)  =  3,14737 
log  (jo  —  c)  =  3,07700 


i-og  S  =  -  logp  -+-  log  (p  —  a 

=  6,4'-i67i 
S  =  2  671  200  mètres  carrés 
log  r  =  log  S+  colog  jj  =  2,86417  : 

log  tg  -  =  log  r  -+-  colog  Q)  —  a)=  1,79767 
log  tg  —  r=  log  r  -+-  colog  (p  —  ^)  =  i;7oG82 


p)  —  c 

p  — c=  1  194 

colog  p  ==  4>42648 

colog  {p  —  a)  =  4,94343 

colog  (p  —  ^)  ^  4>86263 

colog  (p  —  c)  =  4.92300 

•  log  {p  —  b)-h  log  (p  —  c)  = 


log  tg  -  =L  lo^ 


A  =  64°i3'2o" 
B  =  63'»67'46" 
C  =  Gi''48'54" 


colog  0)  —c)=  1,77719 

Le  total  est  bien  A  -h  B  4-  C  ^  180° 
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SOLUTION  DES  QUESTIONS 

Du  Concours 
d'admission  de  1897  à  l'Institut  National  Agronomique 

MATHÉMATIQUES 

PREMIÈRE    QUESTION 

Par  la  circonférence  cVxin  cercle  de  rayon  r  on  fait  passer 
une  sphère  que  Von  coupe  par  deux  plans  P  et  Y"  parallèles  au 
plan  du  cercle  donné  et  situés  de  part  et  d'autre  à  une  distance 
h  de  ce  plaîi. 

1°  Trouver  à  quelles  conditions  on  peut  déterminer  le  rai/on 
R  de  cette  sphère  de  façon  quelle  soit  coupée  par  chacun  des 
deux  plans  P  et  P'  et  déterminer  les  limites  entre  lesquelles 
varie  R  ; 

2°  Évaluer  le  volume  du  segment  sphérique  déterminé ^^ar  les 
plans  P  et  P'  et  la  sphère. 

1°  Il  est  tout  d'abord  évident  qu'il  faut  R  ^  r.  Cette  condition 
peut  d'ailleurs  se  déduire  par  le  calcul.  Soient  w  le  centre  du 
cercle  donné,  o/  et  co"  ceux  des  cercles  de  section,  £  ell'  les  pôles 
communs  decescercles,  on  a 

wS  H-  wS'  =  2R 

toS  X  ^■>-  =  '>'" 

wS  et  toi:'  sont  donc  racines 
de  l'équation 

X2  —  2RX  -H  r2  =  0 


dont    les 
réelles  si 


racines     seront 


ou 


R-  -  r2  >  o 

R  >  r. 
D'autre  part,  i)our  qu'il  y 
ait  possibilité  d'intersection  avec  les   deux  ])lans  d'une   sphère 
menée  par  la  circonférence  lo  il  faut  ({u'on  ait  ((oï  étant  <  toS) 

h  <  (ol 


/i  <  R  —  0< 
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OU 


h 


<  \/»'-  -+-  Ow"  —  0^ 


Le  deuxième  membre  est  variable,  mais  a  pour  maximum  r 
(pour  Ow  =  0,  c'est-à-dire  quand  la  sphère  décrite  est  concen- 
trique à  la  circonférence  donnée).  Donc,  pour  qu'il  y  ait  double 
intersection  j90ssi&/e  il  faut  :  h  <C  i'. 

Exprimons  maintenant  la  condition  pour  fjue  la  double  inter- 
section ait  lieu. 

h  doit  être  inférieur  à  w^:  et  à  toi.'  ce  qui  exige  que  l'on  ait 

/"(//)  =  h^  _  2R/i  -+-  r-  >  0 
d'où 

2  II 

Les  limites  de  variation  de  R  sont  donc  :    > 

h"  +  r- 


r  <  R  < 


2h 


avec  celte  condition  de  possibilité  du  problème  :  h  <i  r. 

2°  Soient  p  et  p'  les  rayons  des  sections  P  et  P'  :  le  volume  du 


segment  est 


V   =   i   TTCO'CO"'    +   -   -CO'CO'YO^    +    0'2) 


6  '     2 

ou  en  remplaçant  lo'to"  par  2/t 
4 


V  =  ^  -h^  +  TiA(p^  =  p") 


or 

p2  ^  OP'  —  U^''  =  n^  —  (h-h  v/R'  —  r'f 
p'^  =  ÔF^  —  Ô^'"'  =  R^  —  (h  —  \/R^  —  r'-f 

p2    -X-   p'2  =   2R2   —  {2/1^  -h   2R2  —    2r,)  =   2(^2   —  h') 


d'où 


V  =  I  7i/i'  4-  2-Ji{r'-  —  h'-) 


et 

V  =  I  Tr//(3r2  —  h'). 
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DEUXIÈME    QUESTION 

Sur  une  droite  indéQnie  on  prend  un  point  0  tel  que  g^  =  K- 

et  de  0  comme   centre,   on  décrit  un  cercle   ayant  pour  rayon 
la   moyenne    géomé- 
trique   entre    OA    et 
OB.  Évaluer  le   rap- 
port ûjô  ,  M  étant  un 

point  quelconque  de 
ce  cercle. 

D'après       l'énoncé 
on  a 

AO_MO 
H(J~BO* 

Donc  les  deux  triangles  AOM  et  MOB  sont  semblables  comme 
ayant  un  angle  égal  compris  entre  côtés  proportionnels.  Donc  on 
a  : 


MA'       AO' 


AO" 


AO 


MB'       MO        AO  X  BO       BO 


K^ 


d'où 


MA 
MB 


K. 


CALCUL  LOGARITHMIQUE 

TROISIÈME    QUESTION 

Calculer  la  valeur  numérique  de  h  —  C,  G  étant  donné  par  la 
formule 

1  -t-  \'t 
sachant  que 

[ji  =  o,()i)oi8i8,  X  =  0,0000184 

/  =:   iG,  h  z=i  jiJG""",! 

(on  se  servira  de  tables  logarithmiques). 
On  a 

I  4-  )./ 


/t  —  G  =  /t 


1  -+-  k/' 
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Sous  celle  forme  on  reconnaît  la  formule  de  correction  de  la 
hauteur  barométrique  relative  à  la  température.  (Physique  de 
Drion  et  Fornet,  page  2o5).  Substituant  on  a 

0,0000184  X  16 


h 


Calcul  de  1 


-C 


•3G,i 


1   4-  0,0001818  X   1^ 


et  d'où 
et 

Calcul  de  1  +  \i.t. 

d'où 

et 

dès  lors 


Log  16  =  l,204l2 

Log  0,0000184  =  5,26482 
Log  i  -^lt  =  4,46894 


1  -+-  \t  =  1,0002944* 

Log   16  =   l,204l2 

Log  0,0001818  ■■=  4)25959' 
Log  \j.t  =  3,40371 

lit  =:  0,0029088 
1    -j-   ijtî  =   1,0029088 


A_G=73G,iii^^^^^. 
'  1,0029088 

Prenant  les  logarithmes,  on  a 

Log  (Il  —  G)  =  log  736,1  H-  log  1,0002944  +  colog  1,0029088 
Log  736,1  =  2,86694 
Log  1,0002644  =  o>ooi28 
Colog  1,0029088  =  1,99866 

2,86688 
/i  —  C=  736 

PHYSIQUE 

Un  aérostat  du  volume  de  60  mètres  cubes  est  complètement 
rempli  d'hydrogène  dont  la  densité,  par  rapporta  l'air, est  de  0,007. 
On  demande  quel  doit  être  le  poids  de  l'enveloppe  et  des  acces- 
soires pour  qu'il  puisse  atteindre  une  hauteur  où   la  pression  est 
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de  \'j-2  luilliiiiùlrps  ot  la  leinpératurc  de  Go"  (on  ne  tiondra  pas 
comple  de  la  poussée  de  l'air  sur  les  accessoires), 
soit  .V  kilos  le  poids  de  l'enveloppe;  la  température  initiale  n'étant 
pas  indiquée,  nous  devons  la  supposer  de  o".  Il  n'est  pas  indiqué 
non  plus  si  le  ballon  est  ouvert  pour  éviter  la  rupture  de  l'en- 
velopjie  sous  la  pression  de  l'hydrogène  quand  le  ballon  monte. 
Il  s'agit  ici  d'un  problème  purement  théorique  dont  l'énoncé 
semble  au  contraire  écarter  cette  hypothèse. 

Ecrivons  donc  que  la  poussée  de  l'air  à  la  hauteur  et  à  la  tem- 
pérature considérée  est  au  moins  égale  au  poids  de  l'aérostat,  le- 
(|U(>1  poids  reste  constant. 

Co  X  zif^^  X  ^-g^   X  1,293  >  60  X  1,293  X  o,oy  H-  œ 

273 

.r  <  60  X  i.293fi  X  ^  —  o,07J  =  ii'^=,o4. 


RELATIONS  METRIQUES 

ET    TRIGONOMÉTRIQUKS 

ENTRE    LES    ELEMENTS    LINEAIRES    ET    ANGULAIRES 

DU    QUADRILATÈRE    INSCRIT    CO^IPLET 

Par  M.  Lecooq,  ancien  professeur  au  Lycée  d'Avignon. 

(Suite,  i8f)7  ;  p,  174)' 


NoTK  1 
Cette  note  se  rallache  au  ])aragraphe  16. 


Dp  ^!s^  _  y/g-  H-  0-  v^p-  -h  t  \/Z-'  —  p^  y/y^  —  g^ 


on  conclut 


nhod  —  S-  ^  (a-.-}-o^)(^-  +  Y^)(r^^  — r"-)  [{d  -  bf  —  {a  —  cf] 
r'  et  /•"  étant  les  distances  de  L  au.x  côtés  oppo.sés  ;  a,  c  ou  b,  d. 
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On  a  donc 

ahcd  —  S-  _  jr'^-  —  r"-')  {a  -^  d  -  b  —  c)  (cl  -^  c  —  a  —b) 

Ainsi  S  =  s'aùcd  dans  l'un  ou  l'autre  des  cas  suivants  : 

1°  Si  r'  =  r"  (quadrilatère  inscriplible  et  circonscriptible). 

2°  Si  (^  +  c  =  a  -h  6,       ou       a  -i-  d  =  b  ~\-  c  (inscriplible). 

En  particulier  si,  par  les  foyers  d'une  ellipse,  on  fait  passer  un 
cercle  qui  la  coupe  en  quatre  points  réels,  l'un  des  quadrilatères 
symétriques  inscrits  déterminés  aura  pour  surface  la  racine  carrée 
du  produit  des  quatre  rayons  vecteurs. 

Note  a 

Maximum  de  la  surface  du  quadrilatère  ABCD  [fig.  5)  les. 
points  S,  0  et  0  restant  fixes. 

Soit  0'  le  milieu  de  01  et  01  =  ir. 

CFÂTP  =  ,'       CmC  =  o       MO'  =  D       et  tg  cp  =r  .r, 

la  surface  S  =  2/"  X  LP'  devient  : 


S  =  2[J.  sin  (;  +  o)  y/}--  —  D-sin-cp, 

T  .     r 

o  varie  de  —  arc  sin  ,-  à  H-  arc  sin  p-  de  droite  à  gauche. 

L'équation  du  maximum  est  : 

Ig  ç(D-  —  r-)x^  —  (2D-  —  r')x'  —  tg  'c  (D^  +  r^)x  +  r"-  =  0, 

pour  a-'  =  o  le  premier  membre  se  réduit  à  -\-  r'-. 

Le  maximum  ne  correspond  pas  à  o  r=z  0,  ce  qui  est  évident  a 

V 

priori,  car  depuis  ?  =  —  arc  sin  j-  jusqu'à  o,  les  deux  facteurs 

/"et  LP'  augmentent  tous  les  deux.  Or,  pour  cp  =  0  la  différentielle 
d(f)  est  nulle  ou  au  moins  du  second  ordre,  tandis  que  (/(LP')  est 
du  premier. 

L'angle  OMO',  valeur  particulière  de  o,  est  donné  par 

r  D  ,,   ,  r  cos  | 

d  ou         X  :=. 


sin  o        cos  (ç  -\-  o)  D  -i-  r  sin  ^ 
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posons  OU  Cm 

r  ,  ,,     ,  À  C05  Z 

—  =:  A         d  OU  X  = 


D  1  H-  A  sin  ç  ' 

et  réqu.illou  devient  : 

lg;(i-  À^).^^  -  (2  -  l')x'  -  tg  ;  (i  -  X>  -+-  l'-  =  o. 

Substituons  à  x  la  valeur  particulière  ci-dessus,  on  trouvera 
le  résultat  essentiellemient  négatif,  quel  que  soit  z,  de  o  à  r  et 
sous  la  condition  :  /■  <;  D 

_  r{D'  —  r'-)  (r  -+-  D  sin  ^) 

D(D  -h  /'  sin  ç)' 

Donc,  la  position  du  maximum  est  intermédiaire  entre  celle  où 
Tuue  des  diagouales  est  le  diamètre  sur  PO  du  cercle  circonscrit, 
et  celle  où  les  diagonales  sont  rectangulaires;  mais  elle  ne  corres- 
pond pas  au  cas  où  le  quadrilatère  serait  circonscripliblè  ;  autre- 
ment dit  :  c'est  dans  l'angle  OMO',  eu  dehors  duquel  se  trouve  le 
point  M,  que  tombe  la  direction  de  lu  droite  qui,  partant  de  M, 
coupe  le  cercle  de  diamètre  01  aux  milieux  des  diag(males  du 
quadrilatère  maximum.  (Excepté  le  cas  où  SP  =  QP). 

CERCLES  ET  DROITES  ALLOÏROPES 

Par  M.  A.  'l'issot 

(Suite,    i<S()7,    jia.^e    i()3) 


66.  —  Tout  point  du  second  axe  d'une  coni(iue  est  le  centre 
d'un  cercle  bilangent  à  contacts  réels  ou  imaginaires.  11  en  est  de 
même  de  ceux  des  points  du  premier  axe  qui,  dans  l'ellipse,  se 
trouveut  entre  les  deux  foyers,  ou,  dans  l'hyperbole,  sur  l'un  des 
prolongements  de  la  distance  focale.  Il  nous  reste  à  considérer  les 
autres  points  du  premier  axe. 

A[)pelons  cercle  allot)-ope  tout  cercle  ayant  un  de  ces  |)oinls 
pour  centre,  et  dont  le  ravon  soit,  avec  la  moyenne  proportion- 
nelle entre  les  distances  du  même  ])oint  aux  foyers,  dans  le  rap- 
port de  h  à  c.  Prenons,  comme  sa illdtit  allât rope,  la  iioujugnê 
harmoiii(iuo  du  centre  du  cercle  |»ar  rapport  aux  foyers,  et,  comme 
droile  allolvope,  \i\sijpolalicAy\.  saillant, c'esl-à-diii-  la  symétrique 
de  sa  polaire  par  rapport  au  cenlre  du  cercle.  On  jicut  établir  les 
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propriétés  des  lignes  ainsi  définies  par  une  méthode  analogue  à 
celle  qui  a  été  suivie  dans  l'étude  des  cercles  bitangents  de  pre- 
mière espèce  à  contacts  imaginaires  [Î32]  ;  c'est  pourquoi  nous 
nous  bornerons  à  énoncer,  sans  démonstration,  les  principales 
d'entre  elles.  A  cet  effet,  nous  sommes  encore  obligés  d'avoir  re- 
cours à  une  locution  nouvelle,  celle  d'élongation  d'un  point  pai- 
rapjoovl  à  un  cercle  :  nous  désignerons  ainsi  la  longueur  de  la 
droite  joignant  ce  point  à  l'une  des  extrémités  du  diamètre  per- 
pendiculaire à  celui  sur  lequel  il  est  situé.  Quant  aux  nœuds 
d' ëlon galion  d'une  droite  et  d'un  cercle,  ce  seront  les  extrémités 
de  la  corde  commune  aux  circonférences  qui  ont  pour  centres  les 
divers  points  de  la  droite,  et,  pour  rayons,  les  élongations  de  ces 
points. 

La  sj'polaire,  dans  un  cercle  allotrope,  de  tout  i)oint  de  la  droite 
allolrope  correspondante,  coïncide  avec  la  ])olaire  du  même  point 
dans  la  conique,  et  passe  par  le  saillant. 

Le  pôle  d'une  droite  quelconque  par  rapport  à  la  conique  et  le 
sypôle  de  la  même  droite  par  rapport  au  cercle  sont  en  ligne  droite 
avec  le  saillant.  Nous  entendons,  par  sypôle  d'une  droite,  le  sy- 
métrirjue,  par  rapport  au  centre  du  cercle,  du  pôle  de  cette  droite, 
ou  le  point  dont  elle  est  la  sypolaire. 

La  polaire  d'un  point  quelconque  du  plan  dans  la  conique,  et  la 
sypolaire  du  même  ])oint  dans  le  cercle  se  coupent  sur  la  droite 
allotrope. 

De  chacun  des  nœuds  d'élongation  d'une  tangente  à  la  conique 
par  rapport  à  un  cercle  allotrope,  on  voit  sous  un  angle  droit  la 
portion  de  celte  tangente  comprise  entre  le  point  de  contact  et  la 
droite  allotrope. 

Le  lieu  des  nœuds  d'élongation  d'une  même  tangente  à  laconique 
par  rapport  aux  divers  cercles  allctropes  se  trouve  sur  les  droites 
dont  chacune  passe  par  le  point  de  contact  et  par  l'un  des  foyers. 
11  constitue  les  portions  de  ces  droites  non  occupéespar  le  lieu  des 
nœuds  Cî  1  de  la  même  tanaente  et  des  cercles  bitan2;enls. 

Il  y  a  un  rapport  constant,  égal  à  l'excentrité,  entre  l'élongation 
d'un  point  quelconque  de  la  conique  par  rapport  à  un  cercle  allo- 
trope et  la  distance  du  même  point  à  la  droite  allotrope  correspon- 
dante. 

Si  l'on  décrit  des  circonférences  dont  chacune  ait,  pour  diamètre, 
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la  portion  de  l'axe  focale  comprise  entre  les  centres  de  similitude 
de  deux  cercles  allotropes,  le  second  axe  de  la  conique  sera  l'axe 
radical  de  deux  quelconques  de  ces  circonférences,  et  les  foyers 
seront  leurs  nœuds  [7  |  par  rapport  à  cet  axe. 

DE  L'ÉLONGATION 

(î7.  —  Les  notions  qui  vont  suivre  ne  sont  pas  étrangères  à  la 
théorie  des  cercles  hitangents  aux  coniques:  une  fois  admises, 
elles  ])orniellraient  d'exposer  cette  théorie  un  peu  plus  simple- 
ment; en  outre,  elles  conduisent  à  étendre,  avec  des  énoncés  con- 
venablement modiliés,  certaines  ]>ropriélés  des  cercles  hitangents 
et  des  cercles  allotropes  à  d'autres  cercles  ayant  aussi  leurs  centres 
sur  les  axes. 

DIVISIONS  SYIIARMONIQUES 

(><S.  —  Nous  disons  que  deux  segments  d'une  même  droite  for- 
ment une  <:^/;iston  6w/7ian/cowt«72/e,  lorsqu'en  substituant,  à  une 
extrémité  de  l'un,  son  symétrique  par  ra})pi)rtau  milieu  de  l'autre, 
on  obtient  une  division  harmonique.  Le  segnienl primitif  est  celui 
qui  ne  se  trouve  pas  modilié  jmr  cette  substitution;  l'autre  est  le 
segment  secondaire.  J-*ar  exemple,  sur  la  droite  qui  passe  par  le 
centre  d'un  cercle  et  par  un  point  donné,  ce  point,  sa  sypolaire  el 
la  circonférence  déterminent  une  division  syharnionique,  dans  la- 
quelle le  diamètre  intercepté  constitue  le  segment  primitif. 

Dans  toute  division  syharmonique,  les  deux  segments  empiètent 
l'un  sur  l'autre,  et  le  milieu  du  segment  primitif  se  trouve  toujours 
sur  le  segment  secondaire. 

Oî).  —  Le  jyyodicit  des  distances  aiuv  extrémités  du  set/menl 
secondaire  est   le  même  pour 
les  deux   extrémités    dit  seg- 
ment primitif. 

Soient  Ali  {fig.   'M\)  le  seg- 
ment primitif,  0  son   milieu, 

CD  l'autre  segment,  Cj  le  symé-      ^       (j  ç  <«       ^^     ^ 
tricpn^  de  C  par  rapjjort  à  0, 

Les  points  (l,,  1)  étant  toiijii-  ^'o'  ■ 

nés   barni()ni([ues  de  A,  I>,   les  dislances   HC,,  DD  sont  propor- 


o 
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tionnelles  à  AC,,  AD.  Remplaçant,  dans  la  proportion,  BG^  ])ar 
son  égal  AC,  et  ACi  par  son  égal  BC,  on  obtient 

AC.AD  =  BG.BD. 

Réciproquement,  si  les  deux  segments  AB,  CD  empiètent  l'un 
sur  l'autre,  et  si  l'égalité  précédente  se  trouve  satisfaite,  AB  sera 
le  segment  primitif  et  CD  le  segment  secondaire  d'une  même  divi- 
sion syharmonique. 

70.  —  La  moitié  du  segment  primitif  est  m.oyenne  propor- 
tionnelle entre  les  distances  de  son  milieu  aux  extrémités  de 
Vautre  segment. 

On  a  en  elfcl  [fcg.  36)  ÔX'  =  OC^.  OD  et  OCi  =  OC  ; 
d'où  résulte 

ÂO'  =  OC.OD. 

Réciproquement,  si  le  milieu  0  de  AB  se  trouve  sur  CD,  et  si 
OA  est  moyenne  proportionnelle  entre  OC  et  OD,  le  segment  CD 
formera  avec  AB  une  division  syharmonique. 

T  î  .  —  La  coixle  commune  aux  circonférences  décrites  sur  les 
deux  segments  comme  diamètres  est  égale  au  segment  primitif, 
et  passe  par  le  milieu  de  ce  segmeyit. 

Au  point  0  {fig.  36),  élevons,  sur  AB,  la  perpendiculaire  01 
égale  à  OA.  D'après  la  propriété  précédente,  01  est  moyenne  pro- 
portionnelle entre  OC  et  OD  ;  le  point  I  aj)partient  donc  à  la  cir- 
conférence décrite  sur  CD  comme  diamètre. 

Le  segment  secondaire  est  toujours  plus  grand  que  le  segment 
primitif. 

Tîî.  —  Le  carré  de  la  moitié  du  segment  secondaire  est 
moyenne  aritJimêtiqtce  entre  les  carrés  des  distances  du  milieu 
de  ce  segment  aux  extrémités  du  segme7it  primitif. 

Soit  0'  {fig.  36)  le  milieu  de  CD;  tirons  O'I.  On  peut  d"abord 
remarquer,  dans  le  triangle  rectangle  010',  que  le  carré  du  demi- 
segment  secondaire  est  la  somme  des  carrés  du  demi-segmeut  pri- 
mitif et  de  la  dislance  mutuelle  des  milieux  des  deux  segments; 
ainsi  l'on  a 

WC'  =  OX'  '^  UÔ'\ 
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Le  point  0' se  trouvera  tantôt  sur  OB,  tantôt  sur  le  prolonge- 
ment de  OB;  dans  chacun  des  deux  cas,  l'une  des  longueurs 
OA,  00'  sera  égale  à  la  demi-diirérence  et  l'autre  à  la  demi-somme 
des  distances  C'A,  O'B  ;  il  vient  donc 

0-G'  =  g^'  +  "'»'. 


7Î{. —  PixoBLksms  :  Co7i7iaissaiit  U7i  segment  d'une  division 
syliarmonique  ainsi  qiCune  des  extrétnités  oicle^nilieu  de  Vautre 
segment,  construire  ce  dernier. 

Deux  segments  étant  donnés  sur  ime  droite,  en  construire  U7i 
troisième  qui  fo7nne,  avec  euo^,  deux  divisio7is  sykarmo7iiques, 
ou,  avec  fun,  u)\e  division  har7nonique,  et,  avec  Vautre,  ime  di- 
visi07i  syhar77i07ixqiie . 

L'énoncé  du  second  alinéa  comprend  cint}  })roblènies  distincts, 
dont  trois  admettent  chacun  une  solution  unique.  Les  deux  autres, 
quand  ils  sont  possibles,  admettent  cliaiun  deux  solutions  sus- 
ceptibles de  se  confondre  ;  ces  derniers  sont  ceux  dans  lesquels  un 
des  segments  donnés,  et  un  seul,  doit  jouer  le  rôle  de  segment 
secondaire.  Le  milieu  du  segment  clierché  se  trouve  alors  sur  une 
circonférence,  lieu  des  points  ayant  des  puissances  égales  et  de 
signes  contraires  par  rapport  à  deux  cercles,  ou  par  rapport  à  un 
cercle  et  à  un  point  connus. 

Deux  segments  secondaires  d'un  môme  |)riniilir  (empiètent 
toujours  l'un  surTaulre. 

(^-1  suivre) 
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PREMIÈRE  PARTIE 

Questions  proposées  par  le  Coniilé  aux  Caudidafs 

1.  -  A  L^ÉCOLE  SPÉCIALE  MILITAIRE  S^-CYR 


ECRIT 


MATHEMATIQUES 

îiO.  —  On  donne  une  circonférence  0  et  deux  rayons  rectan- 
gulaires fixes  OA  et  OB.  On  considère  un  rayon  variable  OC  qui 
décrit  l'angle  AOB  et  sur  lequel  on  prend  OM  égal  h  lu  dislance 
CDdeCàOA. 

On  demande  : 

i'^  Le  lieu  de  M  ; 

2°  Le  lieu  de  l'intersection  des  médianes  du  triangle  OBM. 

l^^.  —  On  donne  une  surface  conique  de  révolution  à  deux 
nappes  dont  le  demi  angle  au  sommet  est  60".  On  la  coupe  par 
deux  plans  perpendiculaires  à  l'axe  et  dont  la  distance  est  h.  On 
obtient  ainsi  un  tronc  de  cône.  Calculer  la  dislance  x  du  sommet 
à  la  base  la  plus  éloignée,  sacbant  que  le  volume  de  ce  tronc  est 
dans  un  rapport  donné  m  avec  celui  de  la  spbère  dont  le  diamètre 
est  J(.  Discussion. 

ÉPURE 

38.  —  Cadre  27  centimètres  sur  4^  cenlimèlres.  a^  parallèle 
aux  grands  côtés  du  cadre  ; 

aX  =  5  millimètres;  a-j-  =  G5  millimètres  ;  70  =  90  milli- 
mètres; 07  =:  38  millimètres;  co  =  34  millimètres. 

Un  cylindre  a  pour  base  dans  le  plan  borizontal  un  cercle  0. 
Les  génératrices  ont  leurs  projcclions  borizontales  parallèles  kob  • 
ab  étant  le  côté  du  penlagono.régulier  inscrit. 

Un  prisme  a  pour  base  dans  le  plan  horizontal  un  carré  inscrit 
dans  la  circonférence  c;  un  des  sommets  du  carré  est  le  point  0. 
Les  i)rojections  des  arêtes  sont  perpendiculaires  à  ob,  ces  deux 
solides  sont  limités  à  un  môme  plan  borizontal  i)assant  par  le 
point  M  situé  sur  la  génératrice  du  cylindre  (jui  passe  en  b,  la 
projection  m  de  M  est  telle  que  b7n  =  i8  centimètres. 

JOLHNAL    UE    MA  III.    KLKM.    —    18'J7.  2 
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Un  plan  parallèle  aux  arêtes  du  prisme  et  aux  généralrices  du 
cylindre  a  sa  trace  horizontale  parallèle  à  a^. 

1°  On  demande  de  représenter  la  projection  horizontale  de  l'en- 
semble des  deux  solides  formant  un  seul  corps  opaque. 

2°  On  représentera  le  cylindre  entaillé  en  le  lrans])ortant  paral- 
lèlement aux  petits  côlés  du  cadre  de  i3o  millimètres. 

y  On  représentera  le  prisme  entaillé  en  le  transportant  parallè- 
lemeut  aux  grands  côtés  du  cadre  de  2i5  millimètres. 

4°  On  représentera  le  solide  commun  transporté  de  ai5  milli- 
mètres parallèlement  aux  grands  côtés  du  cadre  et  de  120  milli- 
mètres parallèlement  aux  petits  côtés. 

CALCUL  TRIGONOiMÉTRlQUE 

1°  La  projection  d'un  segment  de  droite  ayant  12  84i™,5o  pour 
longueur,   mesure  8  210"", 03  ;  on  demande  de  calculer  l'angle  du 

segment  avec  l'axe  de  projection. 
2°  Un  point  B  a  pour  coordonnées 

y  =  10  432"\5o. 
On  demande  de  calculer  les  éléments  du  triangle  AOB. 

QUESTIOiNS  AYANT  ÉTÉ  PROI^OSÉRS  A  L'ORAL 

A    RÉSOUDRE    PAR    LES    CANDIDATS 

40.  —  Peut-on  mener  une  sphère  tangente  aux  six  arêtes  d'un 
tétraèdre.  —  Discussion. 

41.  —  On  donne  une  demi-circonférence  de  diamètre  AOB.  Sur 
le  diamètre  AB  ou  sur  son  prolongement  on  donne  un  point  S, 
déterminer  dans  la  demi-circonférence  une  corde  CD,  parallèle  à 
AB,  et  telle  que  les  surfaces  engendrées  par  la  rotation,  autour  de 
AB  des  droites  SC  et  CD  soient  proportionnelles.  —  Discussion. 

II.  -  A  L'INSTITUT  NATIONAL  AGRONOMIQUE 


MATHÉMATIQUES 
42.  —  Etant  donnée  une  circonférence  tangente  aux  deux  côlés 
d'un  angle  de  60°  mener  une  troisième  tangente  qui  forme  avec 
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les  deux  autres  une  surface  égale  à  ottR'-.  Discussion.  —  Cas  du 

maximum  et  du  minimum. 

Léopold  Massif, 

Professeur  à  ]a 
«  Société  d'enseignement  moderne  ». 

4îJ.  —  Inscrire  dans  une  sphère  un  cône  ayant  pour  base  AB 
et  dont  le  volume  soit  égal  à  celui  du  segment  ABCD. 
41.  —  Calculer  à  0,001  près  le  rapport 

sin  75°  H-  sin  3o 
sin  70  —  sin  3o* 

PHYSIQUE  ET  CHIMIE 

45. —  Un  ballon  de  volume  V  renferme  un  gaz  de  densité  d 
à  la  pression  II.  Un  second  ballon  de  volume  V  renferme  un  autre 
gaz  de  densilé  (f  à  la  pression  H'.  On  met  les  deux  ballons  en 
communication  et  l'on  demande  de  calculer  :  1°  la  force  élastique 
du  mélange,  2°  le  rapport  entre  les  poids  des  deux  gaz  qu'il 
contient. 

Données  numériques  : 

V  =  10'       V'  =  3'       f^  =  1  (air),       cl'  =  0,069  (bydrogène) 
H  =  38o  millimètres,       H'  =  2  atmosphères. 

4(>.  —  Définition  de  la  densité  des  corps  solides.  —  Méthode 
du  flacon  |)Our  la  déterminer. 
4 T.  —  Préparations  et  usages  du  soufre. 

III.  —  AU  BACCALAURÉAT 
LETTRES  MATHÉMATIQUES 


MATHÉMATIQUES 

18.  — (Oblif/aloivf).  Etant  donnée  une  progression  géométrique 
de  raison  .'■,  on  considère  trois  termes  consécutifs  de  cette  pro- 
gression. On  fait  leur  somme  puis  de  celte  somme  on  retranche  le 
terme  du  milieu.  Etudier  la  variation  du  rapport  de  la  première 
expression  à  la  seconde?  quand  .r  varie. 

49.  —  {Au  choix).  Théorie  du  plan  incliné. 

r>0.  —  Coiulitions  de  sensibilité  et  de  justesse  de  la  balance. 

îSI.  —  Hascule  de  QuiDlciiz. 
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PHYSIQUE 

57.  —  {Obligatoire).  Deux  sphères  métalliques,  dont  les  den- 
silés  sont  5  et  lo  ont  même  poids  P  dans  le  vide.  On  les  suspend 
aux  extrémités  d'un  levier  et  on  les  fait  plonger  dans  l'eau.  Quel 

doit  être  le  rapport  j,  des  deux  bras  de  levier  pour  qu'il  y  ait 

équilibre. 

58.  —  {Au  choiûo).  Démontrer  le  principe  d'Arcbimède. 
50.  —  Conditions  d'équilibre  des  corps  flottants. 

60.  —  Détermination  expérimentale  du  volume  d'un  corps 
solide. 


IV.  —  AU  BACCALAUREAT 
DE  L^ENSEIGNEMENT  MODERNE 


MATHEMATIQUES 

61.  —  {Obligatoire),  x  variant  de  —  co  à  +  oo ,  étudier  les 
variations  de  : 

Sa?-  —  8â;  -1-  7 

62.  —  {Au  choix).  Composition  de  deux  forces  parallèles  et  de 
sens  contraires. 

63.  —  Valeur  en  grandeur  et  en  direction  de  la  résuHante  de 
deux  forces  concourantes. 

64.  —  Montrer  qu'un  couple  ne  peut  avoir  de  résultante. 

PHYSIQUE 

65.  —  {Obligatoire).  Un  aréomètre  à  graduation  uniforme 
(genre  Baume)  marque  o  degré  dans  l'eau  pure  à  o  degré,  4o  de- 
grés dans  un  certain  liquide  de  densité  1^62  à  la  môme  tempéra- 
ture. A  quelle  division  affluera-t-il  dans  ce  dernier  liquide  à  la 
température  de  (io  degrés  ? 

Le  coefficient  de  dilatation  cubique  du  verre  est  o.oooo'.iG  ;  celui 
du  liquide  o,ooo83G. 
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On  néglige  les  effets  de  capillarité  et  l'on  admet  que  la  densité 
de  l'eau  à  o°  ne  diffère  pas  sensiblement  de  i. 

06.  —  {Ah  choix)  a).  Spectres  solaires.  —  Spectres  des  diffé- 
rentes sources  lumineuses. 

b)  Chaleur  rayonnante.  —  Emission,  réflexion,  transmission  et 
absorption. 

c)  Principes  de  la  photométrie.  —  On  donnera  un  exemple  de 
comparaison  de  deux  sources  lumineuses,  au  moyen  d'un  photo- 
mètre seulement. 


V.  BACCALAUREAT  (LETTRES.  —  SCIENCES) 


MATHÉMATIQUES 

67,  —  [Ohliyaloire)  a  et  lO,  étant  les  coordonnées  d'un  point  M 


et 


(0 

(a  4-  2)^  -h  (a  -h  Vj  +  5)//  -h  3  =  0, 

(^) 

(a  H-  2).v  —  {-xa  -h  b  —  2)?/  —  2=0, 

les  équations  de  deux  droites  rapportées  aux  mêmes  axes  rectan- 
gulaires, trouver  le  lieu  des  positions  que  doit  occuper  le  point  M 
dans  le  j)lan  pour  que  ses  coordonnées  mises  dans  les  équations 
(1)  et  (2)  les  deux  droites  qu'elles  représentent  soient  parallèles. 
Trouver  les  coordonnées  du  point  M  pour  lesquelles  les  deux  droites 
coïncident. 

68.  —  {Au  choix).  1"  Définition  d'une  fonction  continue  d'une 
variable  et  démontrer  que  la  fonction  y  =  ace-  -h  ôa;  -+-  cest  con- 
tinue de  —  -x   il  -f-  3o  . 

2"  Indiquer  comment  on  représente  une  droite  et  un  plan  en 
géométrie  cotée,  et,  trouver  l'intersection  d'une  droite  et  d'un  plan 
donnés  en  projiictions  cotées  par  leurs  échelles  de  pente. 

•i"  Ramener  à  un  système  de  trois  forces  passant  par  trois  points 
choisis  arbitrairement  dans  un  corps  solide,  un  svstème  de ?i  forces 
ap|)liquées  en  différents  points  de  ce  corps  solide.  Puis  ramener  ce 
système  de  trois  forces  à  un  autre  de  deux  forces  dont  l'une  passe 
par  l'un  des  trois  points  {)récédents. 
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PHYSIQUE 

GO.  —  [Obligatoire).  On  manœuvre  le  piston  d'une  lîiachiiio 
pneumatique.  Le  récipient  est  rempli  d'air  à  la  pression  de  760  mil- 
limètres de  mercure  et  à  la  température  de  0°.  Le  volume  de 
ce  récipient  est  de  7  53o  centimètres  cubes.  On  demande  :  1°  le 
poids  de  l'air  extrait  quand  la  pression  est  réduite  à  84  milli- 
mètres; 2°  le  poids  de  l'air  contenu  dans  le  récipient  à  la  même 
pression  (poids  du  litre  d'air  à  0°,  sous  la  pression  de  une  atmos- 
phère :  i^'",293. 

70.  —  {Au  choix).  1"  Lois  de  la  chute  des  corps  et  machine 
d'Atwood  ; 

9.°  Pendule.  —  Applications  ; 

'.S'^  Poids  spécifiques  des  solides. 

YI.  _  AUX  ÉCOLES  D'AGRICULTURE 


71.  —  fl)  Dans  un  hôtel  des  monnaies  on  a  frappé  de  la  mon- 
naie d'ar-ient  pour  une  valeur  de  100000  francs.  Les  -^  de  cette 
°         ^  20 

fabrication  sont  en  pièces  de  5  francs,  au  titre  de  900  millièmes,  le 
reste  est  fabriqué  en  pièces  divisionnaires.  On  demande  :  1°  le 
poids  de  l'argent  pur  employé;  2°  le  montant  des  frais  de  fabrica- 
tion des  pièces  de  5  francs  au  tarif  de  i'',5o  par  kilogramme 
d'argent  monnayé. 

73.  —  h)  Les  volumes  engendrés  par  un  rectangle  tournant 
successivement  autour  de  ses  côtés  sont  de  10  mètres  cubes  et  de 
19  mètres  cubes.  Trouver  la  longueur  de  la  diagonale  de  ce  rec- 
tangle. 

7Î5.  —  c)  Calculer  par  logarithmes 


X  = 


V  2, .50    0,00  1.  [~  r- 
(^89  543 
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MI.  -  AUX  ECOLES  DE  COMMEllCE 


ECOLES   SUPEIUELUKS   DE    COMMERCE    HECO.N.NLES   PAR   L  ETAT 


CONCOURS    d'entrée    DU    II    OCTOBRE    1897 


COMPOSITIOX  DE  MATHE>L\TIQLES 

('i   HEURES) 


1.    —    ARITHMETIQUE 

J.  Trois  lingots  d'argent  ont  pour  titres  :  0,96  pour  le  premier, 
0,80  pour  le  second  et  0,53  pour  le  troisième. 

Le  poids  du  premier  lingot  et  le  poids  du  second  sont  propor- 
tionnels à  4  et  îi  5. 

Le  poids  du  troisième  lingot  est  triple  du  poids  du  second  lingot. 

Les  trois  lingots  fondus  ensemble  forment  un  lingot  total 
pesant  2880  grammes. 

On  demande  : 

1"  Quel  poids  de  cuivre  ou  quel  poids  d'argent  pur  faut-il  ajou- 
ter au  lingot  total  pour  fabriquer  un  alliage  ])ouvant  servir  à 
frapper  des  pièces  de  1  franc  en  argent  ? 

'}."  Quel  sera  le  nombre  de  pièces  de  1  franc  frappées? 

IL  Un  commanditaire  a  placé  dans  une  maison  de  commerce 
une  certaine  somme  d'argent  à  intérêts  simples  à  un  certain 
taux. 

Si  la  commandite  était  retirée  au  bout  de  1 1  mois,  le  comman- 
ditaire loucberait  69664  francs.  Si  la  commandite  était  retirée 
au  bout  de  deux  ans  et  demi,  le  commanditaire  toucborait 
73  920  francs. 

Calculer  la  somme  placée  et  déterminer  le  taux  du  placement. 

Nota.  —  La  résolution  de  ces  problèmes  par  l'arillunétiquo  est 
obligatoire;  toute  solution  algébrique  sera  considérée  comme 
nulle.  Les  candidats  sont  astreints  à  faire  figurer  tous  les  calculs 
en  marge  de  la  copie. 
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II.    —    ALGÈBRE 

Démontrer  que  l'équation 

x"-  1  \X  -f-   2-8  X  —  X 

X'  <^X  -i-   l-j  X  —  2  ' 

est  une  identité. 

111.    CALCUL    LOGARITHMIQUE 


V 


6878^  X  V^o.oi     ~| 
^  X  725«  X  v'o;678  J 


Chaque  candidat  calculera  cette  expression  avec  l'approximation 
que  comporte  la  table  dont  il  se  sert. 

11  sera  tenu  compte  de  la  bonne  disposition  et  de  l'ordre  des 
calculs. 


DEUXIÈME  PARTIE 


Pour  niènwire.  —  Celte  partie  sera  remplie  à  partir  du  pro- 
chain numéro. 


TROISIÈME  PARTIE 


Questions  illverses 

CERCLES  ET  DROITES  ALLOTROPES 

Par  M.  A.  Tissot 

(Suite,  voir  le  numéro  d'octobre) 


L'ELOXGATION  PAR  RADIANT 

74.  —  Un  point,  dit  radiant,  et  un  cercle  fixe  étant  donnés, 
nous  appelons  êlongalion  d'un  point  variable  le  rayon  du  cercle 
qui  a  ce  point  pour  centre,  et  dont  l'axe  radical,  par  rapport  au 
cercle  fixe,  est  issu  du  radiant.  Pour  chaque  position  du  point  va- 
riable, l'axe  radical  est  délerminé,  puisqu'il  doit  être  perpendicu- 
laire à  la  droite  passant  par  ce  point  et  par  le  centre  du  cercle  fixe. 
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Lorsque  l'axe  radical  rencontre  le  cercle  fixe,  réiongalion  est 
égale  à  la  droite  qui  joint  le  point  variable  à  l'une  des  extrémités 
de  la  corde  d'intersection.  Supposons  que  l'axe  radical  soit  exté- 
rieur au  cercle  fixe  ;  construisons  leurs  nai-uds  [7J,  lesquels  de- 
vront être  les  mêmes  que  pour  l'axe  radical  et  le  cercle  variable. 
Si  le  point  variable  est  en  dehors  du  cercle  noclal,  c'est-à-dire  du 
cercle  décrit  sur  la  ligne  des  nœuds  comme  diamètre,  la  tangente 
menée  de  ce  point  à  ce  cercle  donnera  l'élongation.  Dans  le  cas 
contraire,  au  lieu  de  considérer  l'élongation,  qui  serait  imaginaire, 
nous  considérerons,  sous  le  nom  d(;  cordo  cVélongatioii,  la  corde 
principale  du  point  variable  dans  le  cercle  nodal.  Dans  les  deux 
cas,  la  puissance  du  point  variable  j)ar  rapport  à  ce  cercle  sera  sa 
puissance  cCèlonga i ion . 

L'élongation  sera  dite  centrale  lorsque  le  radiant  occupera 
le  centre  du  cercle  fixe.  Le  mode  particulier  d'élongation  ainsi 
défini  est  celui  que  nous  avons  déjà  rencontré  dans  l'étude  des 

cercles  allotropes  [60j. 

75.  —  Varce  radical  de  deux  cercles  variables  passe  par  le 
radia7îl. 

Ces  deux  cercles,  avec  le  cercle  fixe,  ont  en  elTet  le  radiant  pour 
centre  radical. 

II  suit  de  là  que,  si  le  point  variable  décrit  une  ligne  droite,  les 
cercles  variables,  j)ris  deux  à  deux,  auront  le  même  axe  radical. 
Lorsque  l'un  d'entre  eux  sera  rencontré  j)ar  cet  axe,  ils  le  seront 
tous,  et  aux  mêmes  points,  que  nous  appellerons  nœuds  d'rlon- 
galian.  On  ])Out  obleiiir  c(;s  nœuds  en  abaissant,  du  radiant,  uiu' 
perpendiculaire  sur  la  droite  des  points  variables,  et  juenant  ses 
intersections  avec  la  cinonférence  qui  a  son  centre  au  pied  de 
cette  perpendiculaire.  Les  nœuds  une  fois  construits,  pour  avoir 
rélongali(jn  d'un  point  quelconque  de  la  droite,  il  suffira  de  le 
joindre  à  l'un  des  ineuds. 

7(î.  Lemne.  —  IJaxe  radical  de  deux  cercles  est  équidistant 
des  polaires  de  leurs  ccnt)-es,  la  polaire  du  centre  de  cliaquo 
cercle  étant  [irise  par  ra|q)ort  à  l'autn;  cercle. 

Jmi  effet,  la  distance  (lu  milieu  de  la  ligne  des  centres  à  l'axe 
radical  et  la  distance  du  même  point  à  la  droite  éqiiidistante  des 
deux  polaires  sont  toutes  deux  égales  au  demi-quotient  de  la 
différence  des  carrés  des  rayons  p.ir  la  distance  des  centres. 
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77.  —  Quand  le  radianl  et  le  centre  du  cercle  fixe  se  trou- 
vent sur  une  môme  perpendiculaire  à  la  droite  des  points 
variables,  les  nœuds  d'èlongation  forment  une  division  harmo- 
nique avec  le  centre  du  cercle  fixe  et  le  symëtrique,  par  rapport 

aie  radiant,  dit 
pôle  de  la  droite 
dans  ce  cercle. 

Soient  0 (fi ff.  37) 
le  centre  du  cercle 
fixe,  AM  la  droite 
des  points  varia- 
bles, A  le  pied  de 
et  la  perpendicu- 
laire abaissée  de 
'0  sur  AM,  R  le  ra- 
diant, RS  la  per- 
pendiculaire élevée 
en  R  sur  OA.  Les 
nœuds  d'éionga- 
tion  Q,  iî'  se  trou- 
veront sur  la  cir- 
Fij.  37  conférence  variable 

de  centre  A,  c'est-à-dire  celle  qui,  avec  le  cercle  fixe,  aurait  pour 
axe  radical  RS.  Soient  encore  P  le  point  de  rencontre  de  OA  avec 
la  polaire  de  A  dans  le  cercle  fixe,  et  P'  le  symétrique  de  P  par 
rapport  à  R.  D'après  le  lemne  précédent,  P'  appartiendra  à  la 
polaire  de  0  dans  la  circonférence  variable  de  centre  A  ;  les  [)oints 
il,  iï  de  cette  circonférence  sont  donc  conjugués  harmoniques  des 
points  0,  P'. 

78.  —  Quand  le  radiant  et  le  centre  chi  cercle  fixe  se  trou- 
vent sur  une  m<'me  perpe)ulictilaire  à  la  droite  des  points  varia- 
bles, on  voit  sous  un  angle  droit,  de  chaque  nœud  cVéloyigution, 
la  portion  de  la  droite  comprise  entre  l'un  quelccmque  de  ses 
jioiuts  et  la  sij7nétrique,  par  raj^wrt  au  radiant,  de  la  polaire  de 
ce  point. 

La  polaire  d'un  point  quelconque  M  [fig.  37)  de  la  droite  AM 
serait  la  perpendiculaire  abaissée  de  P  sur  OM  ;  sa  symétrique  par 
rapport  à  R  sera  P'M'  perpendiculaire  aussi  à  OM  ;  M'  étant  le 
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point  de  rencontre  de  P'M'  avec  AM,  il  s'agit  de  démontrer  que 
l'angle  Mj.)M'  est  droit.  Puisque  les  deux  segments  i><2',  OP'  sont 

conjugués  harmoniques  [77],  on  a  AU"  =  AD.AP';  mais  les  deux 
triangles  semblables  AOM,  AMP'  donnent  AO.AP'  =  AiM.AM'  ;  il 

vient  donc  Àîî"  =  AM.AM',  ce  qui  prouve  que  le  triangle  Mi2M' 
est  rectangle  en  il. 

70.  —  Les  nœuds  tels  qu'ils  ont  été  définis  à  propos  des  cercles 
bitangcnis  de  première  espèce  [7],  à  propos  des  cercles  bitangents 
de  seconde  espèce  [30],  enfin  à  propos  des  cercles  allotropes  [06], 
répondent  à  trois  positions  particulières  du  radiant  sur  la  perpen- 
diculaire menée  à  la  droite  des  points  variables  par  le  centre  du 
cercle  fixe. 

1°  La  droite  AM  (fig.  38)  étant  extérieure  au  cercle,  prenons  son 
pôle  P  pour  radiant.  Les  tangentes  aux  extrémités  de  loule  corde 
passant  par  P  se  coupant  sur  AM,  l'élongation  d'un  point  quel- 
con(jue  de  AM  sera  la  tangente  menée  de  ce  point  au  cercle  lixe. 

Ici,  les  nœuds  (),  Ù'sont  conjugués  harmoniques  de  0,  P  [77]. 
Ils  le  sont  aussi  des  extrémités  G,  D  du  diamètre  perpendiculaire 
à  AM,  car,  B  désignant  l'une  des  extrémités  de  la  corde  princi- 
pale de  P,  ou,   ce  qui  revient  au 
même,  le  point  de  contact  de  l'une 
des  tangentes  issues  de  A,  on  aura 
ÂTr  ^Xir  =  AG.AD. 

De  chaque  nœud,  on  voit  sous 
un  angle  droit  la  portion  do  la 
droite  comprise  entre  l'un  quel- 
conque de  ses  points  et  la  j)olair<,' 
de  ce  point  dans  le  cercle  |7<S|. 

2°  La  droite  AM  {/ig.  '.Uj)  ren- 
contrant le  cercle,  prenons,  pour 
radiant,  le  pied  A  de  la  perpondi- 
fulaire  abaissée,  sur  cette  droite, 
du  (entre  0  du  cercle  fixe.  L'élon- 
gation (le  A  sera  la  demi-corde 
l)riu(.ipale  Ali,  et  les  nœuds  se 
trouveront  en  i),  12',  à  des  distances  Fig.  3r). 

de  A  égales  à   AR.  Ils  formeront  avec  0  et  le  symétrique,  par  rap- 
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port  à  A,  du  pôle  P  de  AB,  une  division  harmonique  [77]  ;  par 
conséquent  ils  occupent  les  extrémités  du  segment  primitif  dans 
une  division  syharmonique  dont  le  segment  secondaire  est  OP. 
Ils  jouent  le  même  rôle  dans  une  autre  division  syharmonique 
ayant,  pour  segment  secondaire, le  diamètre  CD  perpendiculaire  à 
AM.  On  a  en  elTet  Aq'  =  ÂB"  :=  AC.AD. 

De  chaque  nœud,  on  voit  sous  un  angle  droit  la  portion  de  la 
droite  comprise  entre  l'un  quelconque  de  ses  points  et  la  symé- 
trique de  la  polaire  de  ce  point  par  rapport  au  pied  de  la  perpen- 
diculaire abaissée  du  centre  du  cercle  fixe  sur  la  droite  [78]. 

3"  Quelles  que  soient  les  positions  relatives  de  AM  (fig.  4o)  et  du 
cercle  fixe,  prenons,  pour  radiant,  le  centre  0  de  ce  cercle,  ce  qui 

correspond  à  l'élongation  centrale. 
Si  B  est  l'une  des  extrémités  du 
diamètre  parallèle  à  AM,  l'élon- 
gation de  A  sera  égale  à  AB,  et  les 
nœuds  Q,  iï  se  trouveront  à  des 
distances  de  A  égales  aussi  à  AB. 
Soit  P  le  pôle  de  AM  ;  prenons 
OP'  =  OP;  ii,  tV  seront  conjugués 
harmoniques  de  0,  P'  [77]  ;  ils 
forment  donc  une  division  harmo- 
nique avec  le  centre  du  cercle  et  le 
sypôle  de  la  droile.  La  ligne  Q.^', 
qui  les  joint,  est  aussi  le  segment 
secondaire  d'une  division  syhar- 
monique ayant  pour  segment  pri- 
mitif le  diamètre  CD  perpendi- 
culaire à  AM  ;  on  a  en  effet  l)C"  ^= 

=  mr  =  0Q.0S2'. 

De  chaque  nœud,  on   voit  sous 
un    angle    droit    la  portion  de  la 
droite    comprise  entre  l'un  quel- 
conque de  ses  points  et  la  sypolaire  de  ce  point  dans  le  cercle  [78  |. 
80.  —  L'emploi  des  nœuds   nous  a  facilité  la  démonstration 
des  propriétés  des  cercles  hilangents  aux  coniques  ;  il  conduit  à 
la  résolution  de  divers  problèmes  relatifs  à  ces  cercles;  enfin,  il 
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fournit  des  réponses  immédiates  aux  questions  dans  lesquelles  il 
s'agit  des  élongations  de  deux  points  seulement  ou  de  celles  de 
plusieurs  points  appartenant  à  une  même  droite.  Pour  énoncer 
j)lus  rapidement  quelques-unes  de  ces  questions  prises  comme 
exemples,  nous  supposerons  que  la  droite  ne  rencoîilre  pas  le 
cercle,  et  que  le  radiant  coïncide  avec  le  pùle  de  cette  droite,  de 
sorte  que  l'élongation  de  chaque  point  sera  la  tangente  qui  en 
est  issue. 

Démontrer  que  la  distance  de  deux  points  est  comprise  enlre  la 
somme  et  la  différence  des  tangentes  menées  de  ces  points  à  un 
même  cercle. 

Etant  donnés  deux  cercles  et  une  droite,  trouver  le  point  de 
celte  droite  pour  lequel  la  somme  des  tangentes  menées  aux  deux 
cercles  est  la  plus  petite  possible,  et  celui  pour  lequel  la  différence 
des  tangentes  est  la  plus  grande  possible. 

Démontrer  que  le  carré  de  la  dislance  de  deux  points  situés 
chacun  sur  la  polaire  de  l'aulre  par  rapport  à  un  cercle  est 
égal  à  la  somme  des  carrés  des  tangentes  issues  de  ces  deux 
points. 

Former  la  relation  qui  doit  exister  entre  lesdislances  muluolles 
de  trois  points  en  ligne  droite  et  les  longueurs  des  tangentes  me- 
nées de  ces  points  à  un  même  cercle. 

81.  —  Le  lieic  des  points  d'égale  élonyation  par  rapport  à 
deux  cercles  fixes  est  une  droite  perpendiculaire  à  celle  qui  joint 
les  deux  radiants. 

En  elk'l,  considérons  deux  points  du  lieu,  les  cercles  variables 
décrits  de  ces  ])oints  comme  centres  avec  leurs  élongations  pour 
rayons,  cnliii  la  droite  qui  les  joint.  L'axe  radical  des  deux  cercles 
variables  doit  contenir  les  deux  radiants  |  To]  ;  deux  points  quel- 
conques du  lieu  se  trouvent  donc  sui-  une  même  perpendiculaire 
à  la  droite  des  radiants. 

Dans  le  cas  des  élongations  centrales,  le  lieu  des  points  d'égale 
élongation  est  symétrique  de  l'axe  radical  des  deux  cercles  donnés 
par  rapport  au  milieu  de  la  distance  de  leurs  centres. 

Les  lieux  des  points  d'égale  élongation  j)ar  ra|)port  à  trois  cer- 
cles et  à  trois  radiants  pris  deux  à  deux  se  coupent  en  un  même 
point. 

L'intersection  des  deux  axes  radicaux  qui  correspondent  à  tout 
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point  d'égale  élongation  par  rapport  à  deux  cercles  fixes  se  trouve 
sur  l'axe  radical  de  ces  deux  cercles. 

Lorsque  les  deux  radiants  se  confondent,  tout  point  du  plan  a 
la  même  élongation  par  rapport  à  deux  cercles  donnés,  ou  aucun 
point  ne  jouit  de  celle  propriété,  suivant  que  le  radiant  commun 
est  ou  non  situé  sur  l'axe  radical  des  deux  cercles. 

83.  —  Lorsque  deux  circonférences  sont  ortkofjonales,  il  1/  a 
égalité  entre  la  puissance  d'un  j^oint  quelco?u/ue  du  jjlan  jjar 
rapport  à  l'une  et  la  puissance  d'élongation  du  tncnie point  par 
rapport  à  Vautre  et  au  ceyttre  de  la  première  pris  comme 
radiatit. 

Soient  0  (/i(/.    \i)  le  centre  de   la  première  circonférence,  0' 

celui  de  la  seconde,  M  le 
point  considéré.  Du  radiant 
0,  abaissons,  sur  O'iM,  la 
perpendiculaire  ON  et  sup- 
posons d'abord  que  cette  per- 
pendiculaire rencontre  la  se- 
conde circonférence  ;  si  E  est 
un  des  points  d'intersection, 
M  aura  pour  élongation  ME. 
Les  deux  cercles  se  coupent  orlhogonalement,  0'  appartient  à  l'axe 
radical  du  premier  et  du  point  E  ;  cet  axe  radical  est  donc  ON,  et, 
comme  O'N  contient  M,  la  distance  ME  sera  égale  à  la  langenle 
menée  de  M  à  la  première  circonférence. 

Supposons  maintenant  que  ON  (fig.  42)  ne  rencontre  pas  la 
seconde  circonférence.  Imagi- 
nons le  cercle  nodal  qui  se  rap- 
porte à  cette  circonférence  et  à 
ON,  c'est-à-dire  celui  qui  a  N 
pour  centre,  et,  pour  rayon  la 
tangente  menée  de  N  à  la  dite 
circonférence.  Ce  cercle  et  le  pre- 
mier des  deux  cercles  donnés 
coupant  orthogonalement  le  se- 
cond, leur  axe  radical  doit  pas- 


Fjg.  41. 


Fig.  42 


ser  par  0'  ;  il   est  donc  O'N,  et  contient  M.  D'après  cela,  M  a 
la  môme  puissance  dans  le  premier  cercle  donné  et  dans  le  cercle 
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nodai  ;  or,  sa  puissance  dans  le  cercle  nodal  est  précisément  sa 
j)uissance  d'élongation  par  rapport  au  second  cercle  donné  et  au 
radiant  0  [741. 

83.  Deux  circonférences  étant  décrites,  l'une  sur  le  segment 
2)riniilif,  l'autre  sur  le  segr.ient  secondaire  d'une  division 
sijharmonifjue  comme  diamètres,  il  y  aiira  égalité  entre  Vélon- 
gation  cntrale  d'un  point  quelconque  du  plan  par  rapport  à 
la  première,  et  Vélongation  du  même  point  par  rapjjort  à  la 
première,  et  Vélongation  du  même  point  par  rapport  à  la 
seconde  et  au  centre  de  la  prejnière  pris  comme  radiant. 

Soient  AB  {fig.  43)  le  segment  primif,  0  son  milieu,  CD  le 
segment  secondaire,  01 
la  demi-corde  commune 
aux  deux  circonférences, 
laquelle  passe  par  0 1 TO  | 
Ce  point  sert  de  radiant 
pour  les  deux  élongations 
et  il  est  situé  sur  l'axe 
radical  des  deux  cercles  ; 
donc  les  deux  élongations 
sont  égales  1 8  I  ]. 

84.  —  Toiil  point  de  l'axe  focal  d' une  eo)iique,  indéfiniment 
prolo?igé,  est  le  ceyitre  d'une  infinité  de  cercles  à  chacun  des- 
quels correspondent  tcn  point  et  xme  droite  tels  que,  le  point 
étant  jiris  pour  radiant,  il  //  ait  un  rapport  égal  à  l'exentricité 
entre  Vélongation,  par  rapport  au  cercle,  d'un  point  quelconque 
de  la  conique  et  la  dislance  du  même  point  à  la  droite. 


Fig.  43 


(.4  suivre). 
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PREMIÈRE  PARTIE 

Questions  proposées  aux  Cnudidaf  s 

I.  -  A  lyÉCOLE  SPÉCIALE  MILITAIKE  S'-CYR 


MATHEMATIQUES 

74. 

—  Résoudre  le  système  : 

.r^  —  //  ^'xy  =  a^, 

if  —  X  six])  =  h'-. 

Léopold    Massif, 

Professeur  à  ]a 
«  Société  d'enseignement  moderne  ». 

To.  —  Trouver  le  lieu  des  points  d'où  l'on  vmt  trois  sphères 
données  sous  un  même  angle  donné. 

ÉPURE 

7(î.  —  Un  cercle  de  centre  0  dans  le  j)lan  de  comparaison  est 
la  base  d'un  cylindre  oblique  limité  au  plan  vertical  qui  passe  par 
ce,  fCC,  parallèle  aux  petits  côtés  du  cadre).  On  donne  le  point 
R  dans  le  plan  de  comparaison.  Ce  point  est  l'un  des  sommets  du 
losange,  circonscrit  au  cercle.  On  considère  le  prisme  formé  par 
les  quatre  plans  tangents  au  cvlindre  et  passant  par  les  quatre 
côtés  du  losange  ;  a^  un  cylindre  horizontal  d'axe  AA,  (A A,  paral- 
lèle aux  petits  côtés  du  cadre)  est  tangent  au  plan  vertical  CC,  et 
iimiti' à  deux  plans  perpendiculaires  au  plan  vertical  qui  passe  par 
SSi  (SS,  parallèle  aux  petits  côtés  du  cadre  et  placé  suivant  le  pe- 
tit axe  de  la  feuille)  et  inclinés  de  So"  sur  le  plan  de  comparaison. 
On  demande  rinterseclion  du  cylindre  horizontal  et  du  prisme; 
•>.°  la  construction  d'un  point  d'intersection  et  de  la  tangente  en  ce 
point. 

Données  numériques  :  Cadre,  27  centimètres  sur  45  centimètres 
S  et  S,  sont  sur  les  côtés  du  cadre,  l'axe  du  cylindre  est  situé  dans 
un  plan  vertical  perpendiculain^  à  SS,  et  part  du  point  0, 
Oo)  =  Oioj  =  ()'",  1  .■?  (10  sur  SS,  tel  (\\w  OO,  soit  p(M|i('ii(liculaire 
à  SS,). 

F^e   rayon   du  ii-rclt'  0  est  de  :>.  centimètres  .">  milliiiièlres  RBi 
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perpendiculaire  à  SSi  égale  17  cenlinièlres,  BjSi  =  8  centimètres 
(Sj  à  droite  de  la  fouille  et  sur  le  côté  du  cadre).  La  pente  de  l'axe 
du  cylindre  0  est  1.  La  côte  de  l'axe  AA,  du  cylindre  horizontal 
est  inférieure  de  3  centimètres  à  la  côte  du  point  0,  (Oj  étant  la 
trace  de  l'axe  00;  sur  le  plan  vertical  CCi.  Le  rayon  du  cercle  ho- 
rizontal est  ()"',o45.  LÉopoLD  Màssip. 

CALCUL  TRIGONOMÉTRIQUE 

TT.  —  Etant  donnée  l'équation  : 

89785  =  8çfï>9.i,G-  ces  .r  H-  24508,75  sin  X. 

On  propose  :  1°  d'établir  une  formule  logarithmique  qui  fasse 
connaître  toutes  les  valeurs  de  l'arc  '■. 

■2°  De  calculer  ces  valeurs  à  moins  de  —  de  seconde,  en  écar- 

10 

tant  celles  qui  ne  sont  j)as  comprises  dans  le  premier  quadrant. 

QUESTIONS  POSÉES  A  L'ORAL 

TIH.  —  Soit  un  carré.  On  le  divise  en  (juatre  petits  carrés  par 
des  parallèles  aux  côtes  tracées  suivant  les  axes  ;  dans  l'un  des 
quatre  carrés  on  inscrit  un  cercle  tangent  aux  quatre  côtes.  Ce 
cercle  représente  un  trou  fait  à  l'emporte-pièce  et  si  l'on  suppose 
la  figure  en  métal,  trouver  le  centre  de  gravité  du  système. 

79.  —  Résoudre  Téquation 

sin^  X  —  sin''  x  +  2m  sin-  x  —  sin  a;  h-  1  =:  0. 

Discuter  la  nature  des  racines  de  celte  équation  suivant  les  di- 
verses valeurs  de  m. 

IL  —  A  L'INSTITUT  NATIONAL  AGRONOMIQUE 

MATHÉMATIQUES 

80.  —  Déterminer  les  côtés  d'un  trapèze  de  périmètre  donné, 
inscrit  dans  une  circonférence  donnée  de  manière  que  l'un  de  ces 
côtés  parallèles  soit  un  diamètre  de  la  circonférence.  Discuter  la 
solution  trouvée. 

81.  —  Déterminer  les  maxima  et  minima  des  fonctions  : 

Zx  —  2  .,    ,        4 

r—r, ,      X  ~  à  -i z  , 
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82.  —  Calculer  les  racines  de  l'équation 

log  {-jx  —  9)^  4-  log  (3.r  —  4)'  =  'i- 

PHYSIQUE  Kï  CHIMIE 

83.  —  Un  tube  de  verre  ayant  à  l'intérieur  la  forme  d'un  cy- 
lindre a  un  diamètre  intérieur  de  •>.  millimètres  à  0"  et  renferme 
une  colonne  de  mercure,  dont  la  longueur  à  cette  température  est 
de  2  décimètres.  On  demande  quelle  serait  à  la  température  de  -io" 
la  nouvelle  longueur  de  la  colonne  liquide. 

Le  coefficient  de  dilatation  eubicine  du  mercure  est  .  .  >    ,  celui 

'  DODO 

du  verre  777^ . 

08  700 

84.  —  Combien  faut-il  mettre  de  fer  et  d'acide  sulfurique  mo- 
nobvdraté,  dans  des  tonneaux  à  moitié  pleins  d'eau  pour  préparer 
100  mètres  cubes  d'hydrogène  saturé  d'humidilé  à  22"  sous  la 
pression  de  76G  millimètres.  La  force  élastique  maximum  de  la 
vapeur  d'eau  à  22°  est  de  i9'""\6.  Quel  est  le  poids  du  sulfate  de 
fer  cristallisé  que  l'on  peut  obtenir  par  l'évaporation  de  la  liqueur. 

QUESTIONS  POSÉES  A  L'ORAL 

80.  —  On  donne  une  circonférence  et  une  tangente  à  cette  cir- 
conférence au  point  A,  on  mène  la  corde  BC  parallèle  à  la  tangente 
en  A.  Des  points  B  et  C  on  abaisse  des  perpendiculaires  sur  la 
tangente  en  A,  et  on  détermine  ainsi  un  rectangle  dont  l'un  des 
côtés  est  BC,  déterminer  la  corde  BC  de  façon  que  ce  rectangle  ait 
un  périmètre  donné.  Discuter  l'équation  obtenue. 

III.  —  AU  BACCALAURÉAT 
LETTRES  MATHÉMATIQUES 


86.  —  [Obligatoire)  :  On  considère  l'arc  d'une  circonférence  de 
438"", 35,  intercepté  par  l'angle  au  centre  de  4^°  et  on  le  fait  tour- 
ner autour  de  l'un  des  rayons  qui  le  limitent.  Calculer  :  1"  l'aire 
de  la  zone  engendrée;  2°  le  volume  du  secteur  sphérique  ;  3"  le 
volume  du  segment  de  la  sphère. 

87.  —  [Aie  choix)  :  Théorie  du  treuil.  ' 

88.  —  Centre  de  gravité  d'un  arc  de  cercle. 
80.  —  Théorème  de  Vari^non. 
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PHYSIQUE 

90.  —  [ObUgatoire)  :  On  a  un  cylindre  d'acier  de  22  centimèlres 
de  longueur  qu'on  voudraiL  lester  avec  un  cylindre  de  plaline  de 
même  diamètre  de  manière  qu'il  se  tint  verticalement  flottant 
dans  du  mercure,  la  partie  non  plongée  du  cylindre  d'aciern'étant 
que  do  2  centimètre?. 

Quelle  longueur  faut-il  donner  au  cylindre  de  platine? 

1)1.  —  [An  choix)  :  Lunetl''  astronomique. 

92.  —  Grossissement  de  la  loupe. 

93.  —  Détermination  du  centre  o[)tique  dans  les  différentes 
lentilles. 

QUESTIONS  POSÉES  A  L'ORAL 

94.  —  Vérifiez  que  si  x,  y,  ^sonten  progression  arithmétique, 
il  en  est  de  même  de  x-  -h  xy  -h  y-,  x-  -\-  xz  -\-  z-,  y-  -\-y^  -H  z-. 

95.  —  Maximum  et  minimum  de  V^i  -+-  ce  -v  \l \  —  ce. 

IV.  -  AU  BACCALAURÉAT 
DE  L^EXSEIGNEMENT  MODERNE 


96.  —  [Ohligaloirv  :  Sur  une  droite  AB  de  longueur  a,  on 
prend  un  point  M  à  la  distance  AM  ==  >'.  On  construit  sur  AM  le 
triangle  équilatéral  AMiN  ;  puis  on  élève  on  N  la  perpendiculaire 
NP  sur  MN  et,  en  B  la  perpendiculaire  BP  sur  AB,  Calculer  l'aire 
du  quadrilatère  ANPB.  Cotte  surface  passe-î-elle  par  un  maximum 
ou  un  minimum  quand  le  point  M  varie  entre  A  et  B? 

9'7,  —  [Ali  choix)  :  Etablir  la  formule  qui  donne  le  volume  du 
tronc  (le  pvramido  ti-iangulaire  à  bases  parallèles. 

98.  —  Volume  du  tronc  de  prisme. 

99.  —  Mesure  des  angles  dièdres. 

PHYSIQUE 

190.  —  {Obligatoire)  :  Un  morceau  de  fer,  plongé  dans  un 
vase  plein  d'eau  en  a  fait  sortir  dix  grammes;  mis  dans  un  vase 
plein  de  mercure,  il  v  flotte  en  déplaçant  j8  centimètres  cubes  de 
ce  dernier  liquide.  On  demande  le  poids,  le  volume,  la  densité  du 
morceau  de  fer. 

101.  —  {Au  clioix)  :  Décrire  la  sirène. 
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102.  —  liitervales  imisicaiix.  —  Gamme. 
I  o:{.  —  Vibralions  transversales  des  cordes  ;   lois  pxpérimon- 
laies. 

QUESTIONS  POSÉES  A  L'ORAL 

10  1.  —  Simplifier  l'expression  : 

ta?  i 

X'^  -i-  J?"*  1/^   —   2X1^^ 


X'  -h  )/X^  —  ■:>-//''  —    IJ' 

I  05.  —  Résoudre  : 

X  —  a  ./'  —  b  X  X  ->r  a 


^ab-+-3h-        a-  —  ab  —  6b'-        a-  —  96-        cr-}-i^ab-]-'db- 


y.  BACCALAUREAT  (LETTRES.  —  SCIENCES) 


I  00.  —  {Oblif/utnire)  :  Consli-uire  les  lignes  qui  correspondent 
aux  formules 


/ r-  /v^3  +  v^-i  /V3  -h  V  3 


107.  —  {Ac  choix)  :  Intersection  d'une  droite  et   d'une  para- 
bole. 

I  OS.  —  Théorème  de  Dandelin. 

I  Oî).  —  Projection  orthogonale  du  cercle. 

PHYSIQUE 

I  10. —  (Obligatoire)  :  Ou  dcmaiulo  (juclle  difTérence  il  y  a 
entre  le  poids  de  10  litres  d'air  sec  à  la  température  de  10"  et  à  la 
pression  de  o"\-G  et  le  poids  de  10  litres  d'air  sec  à  la  température 
de  i5"  et  à  la  pression  de  (('".-ô.  ï.o  litre  d'air  sec  à  o"  ot  à  la  pres- 
sion o™,76  pèse  i^'^'iyli,  le  coeflicienl  de  dilatation  d(^  l'air  est 
de  (), 00367. 

I  I  I.  --  (.-1^(  choii-):  iMachiiio  pii(Mimali(|U('. 

112.  —  Siphon. 

I  1  îl.  —  Electromèlre  de  Thomson. 
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VI.  _  AUX  ÉCOLES  D'AGRICULTURE 


1 14.  —  Une  lampe  modérateur  dépense  28  grammes  d'huile 
par  heure  et  donne  une  lumière  égale  àcellede  6  bougies  environ. 
L'huile  vaut  i^'",6o  le  kilog;  la  mèche  et  l'entretien  coulent  o^^oo4 
par  heure  ;  485  grammes  de  bougie  donnent  5o  heures  d'éclairage 
et  coûtent  i^'",4o. 

A-t-on  avantage  de  se  servir  de  la  lampe  modéraleur?  et  de 
combien  par  heure  ? 

2°  Une  personne  qui  n'a  besoin  que  de  la  lumière  donnée  par 
une  bougie  perdrait-elle  en  faisant  usage  de  la  lampe  modérateur? 
et  combien  par  heure? 

I  15.  —  Les  rayons  de  la  lune,  de  la  terre,  et  du  soleil  étant 

3 
proportionnels  aux  nombres   -,  1  et  708,5,  trouver  le  rapport  des 

distances  du  centre  de  la  terre  au  centre  des  deux  autres  astres, 
lorsque  l'on  suppose  les  centres  de  ces  3  globes  sur  l'axe  d'un 
cône  de  révolution  qui  leur  est  tangent  ;  considérer  le  cas  où  les 
trois  astres  sont  tangents  à  une  même  nappe,  et  celui  où  la  terre 
étant  située  dans  une  nappe  les  deux  autres  astres  sont  dans  la 
nappe  opposée. 

1 16.  —  Calculer  par  logarithmes 

X  = .o,23587»)V  (0,01 1 1«))' . 

100  '  •'    ^ 

VIL  -  AUX  ÉCOLES  DE  COMMERCE 


1  17.  —  Un  homme  âgé  de  3o  ans  possède  une  maison  val.uit 
200  000  francs,  qui  rapporte,  tous  frais  déduits  5  "  'p  de  sa  valeur. 
Or,  chaque  année  il  dépense  non  seulement  son  revenu,  mais 
encore  il  emprunte  2  000  francs  à  5  "/g.  Cet  homme  est  mort  à  l'âge 
de  72  ans.  On  demande  combien  de  temps  il  a  encore  vécu  après 
sa  ruine  complète? 

Nota.  —  La  résolution  des  problèmes  par  V arithmétique  est 
obligatoire  ;  toutesolution  alyébriqueest  considérée  comrtie  nulle. 
Les  candidats  sont  astreints  à  faire  figurer  tous  les  calculs  en 
marge  delà  copie. 
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18.  —  Algèbre  :  Transformer  l'expression  : 


Vx-  -+-  .r  -H  1  —  \^'-iCc'-'  -+-  j''  -+-  IX 

en  un  autre  qui  ne  contienne  que  deux  radicaux  simples. 
119.  —  Calculer  par  logarithmes 


X  = 


4  5\/ 63456  —  3v/6,78r 


92 
) 


DEUXIÈME  PARTIE 


Ont  résolu  les  questious  du  uuniéro  iroelolire  : 

I.  A  l'École  de  Saint-Cyr.  —  MM.  de  Géransac  à  Rouen,  Marlinanl  à 
l'érigueux,  Laplanche  à  Perpignan  (tout  rexamen),  Dubuy  à  Rodez,  Paul 
Lion  à  Tarbes  (la  question  de  matliéniatiques),  Rardiu  à  Lille  a  envoyé 
une  épure  exacte,  Tarnyés  à  Figoac,  Vincent  à  Reauvais  (calcul  trigononié- 
trique). 

IL  A  l'Institut  Afjronomique.  —  MM.  Vaucanl  à  Montpellier,  Tcysscrac 
à  Cambrai,  Albeslii  à  Rrest,  Mironyl  à  Rastia  (tout  l'examen),  Maurice 
Destins  (la  question  10  seulement). 

IIL  Au  Baccalourêat  Lettres  Mathématiques.  —  MM.  .Maurice  Deslins, 
Lugan  à  Liège,  Mock  Léon  à  Rlois  (tout  l'examen). 

IV.  Au  Baccalauréat  de  l'Enseifjiiement  Moderne, —  M.M.  Vicq  à  Fhui- 
jac,  Rruael  à  Périgueux,  Trespoux  à  (lap  (tout  l'examen),  Maurice  Deslins 
(la  question  21). 

V.  Aux  Écoles  d'Agriculture.  —  .MM.  Paulin  Duval  à  Agen  (tout 
l'examen),  Tassart  a  ÎS'ancy.  Martin  à  Hozelerauck  (le  calcul  loga- 
rithmi(iue). 

Nota.  —  Les  solutions  de  ces  questions  seront  données  ([uand  le  classe- 
ment des  abonru}s  à  la  correction  des  copies  sera  lerminé. 

TROISIÈME  PARTIE 


ci'jicLEs  i:t  dr()1ïi:s  allotuoprs 

Par  M.  A.  TlMNot 

(Suite  et  fin,  voir  le  ininiéro  de  novembre) 


Pour  construire  un  de  ces  cercK's,  cuunaissaiil  le  point  do  l'axe 
qui  doit  lui  servir  de  centre,  il  suflil  de  mener  à  la  conique  un 
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cercle  bitangent,  à  contacts  réels  ou  imaginaires,  ayant  son  centre 
sur  le  même  axe,  et  laissant  en  dehors  de  lui  le  centre  donné.  La 
langonle  au  cercle  bitangent  issue  de  ce  dernier  point  sera  le 
rayon  du  cercle  demandé.  On  prendra  comme  radiant  le  centre 
du  cercle  bitangent,  et,  pour  droite  correspondante,  celle  des  con- 
tacts de  ce  cercle  avec  la  conique  [8SJ. 

Il  y  a  une  propriété  analogue  pour  les  points  du  second  axe. 
Ici  le  rapport  constant  au  lieu  d'être  égal  à  l'excentricité  sera  celui 
de  c  à  6.  De  plus,  s'il  s'agit  d'une  ellipse,  ce  n'est  pas  l'élongation 
qui  devra  figurer  dans  l'énoncé,  mais  la  demi-corde  d'élongation  ; 
enfin,  il  y  aura  exception  pour  les  points  compris  entre  les 
sommets  du  petit  axe. 

Revenons  aux  cercles  qui  doivent  avoir  leurs  centres  sur  Taxe 
focal.  Pour  construire  chacun  d'eux,  au  lieu  d'un  cercle  bitan- 
gent, on  peut  employer  un  cercle  allotrope;  les  extrémités  du 
diamètre  de  ce  cercle  perpendiculaire  à  l'axe  donneront  des  j)oinfs 
du  cercle  demandé  |8î$].  La  droite  qui  correspondra  au  cercle 
obtenu  sera  une  droite  allotrope,  par  conséquent  située  en  dehors 
ou  en  dedans  de  l'intervalle  des  deux  directrices  suivant  que  la 
courbe  sera  une  ellipse  ou  une  hyperbole;  le  contraire  avait  lieu 
pour  les  droites  de  la  première  solution. 

Supposons  encore  que  l'on  donne  deux  droites  perpendiculaires 
à  l'axe  focal,  l'une  entre  les  directrices,  l'autre  en  dehors  de  l'in- 
tervalle de  ces  directrices.  A  chaque  droite,  faisons  correspondre 
un  point  tel  que  les  dislances  du  centre  de  la  conique  à  ce  point 
et  à  la  droite  soient  entre  elles  dans  un  rapport  égal  au  carré  de 
l'excentricité  ;  puis,  construisons  le  cercle  bitangent  et  le  cercle 
allotrope  dont  chacun  a  pour  centre  l'un  des  points  ainsi  obtnnus. 
Sur  l'axe,  déterminons  un  segment  qui  soit  conjugué  harmonique 
du  diamètre  du  premier  cercle  et  syharnionique  secondaire  du 
diamètre  du  second  cercle;  enfin,  sur  ce  segment  comme  dia- 
mètre, décrivons  une  troisième  circonférence.  Par  rapport  à  cette 
circonférence  et  à  l'un  ou  à  l'autre  des  deux  points,  pris  mainte- 
nant comme  radiant,  l'élongation  d'un  point  quelconque  de  la 
conique  sera,  avec  la  distance  du  même  point  à  la  droite  corres- 
pondante, dans  un  rapport  égal  à  l'excentricité. 

La  construction  du  segment  à  déterminer  se  trouve  ici  simplifiée 
parce  que  son  milieu  doit  être  équidistant  des  deux  droites  don- 
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nées.  Lorsque  ces  droites  se  trouvent  toutes  deux  eu  dedans  ou 
toutes  deux  en  dehors  de  l'intervalle  des  directrices,  la  question 
se  ramène  encore  à  l'un  ou  à  l'autre  des  problè'ûes  énoncés  §  7ÎJ. 

ÉLONGAÏlON  PAR  POLAIRE 

80.  —  Au  lieu  d'assujettir  l'axe  radical  du  cercle  lixe  et  du 
cercle  variable  à  passer  par  un  point  fixe,  on  peut  lui  imposer 
une  autre  condition,  par  exemple  celle  d'être  la  polaire  du  point 
variable  par  rapport  à  un  cercle  donné  concentrique  au  cercle 
lixe,  et  que  nous  appellerons  le  cercle  de  base. 

Dans  l'élongation  par  radiant,  le  lieu  du  pied  de  l'axe  radical 
variable,  c'est-à-dire  le  lieu  de  l'intersection  de  cette  droite  avec 
la  ligne  joignant  le  point  variable  au  centre  du  cercle  fixe,  était 
toujours  une  circonférence.  Ici,  ce  lieu  sera  une  transformée 
par  rayons  vecteurs  réciproques  de  la  courbe  des  points  va- 
riables. 

Si  le  cercle  fixe  est  pris  puur  cercle  de  base,  la  puissance  d'élon- 
gation  d'un  point  quelconque  |T4|  sera  égale  à  sa  puissance  dans 
ce  cercle.  Comme  élongation  ou  comme  corde  d'élongaîion,  on 
retrouve  alors,  suivant  que  le  point  est  extérieur  ou  intérieur  au 
cercle,  la  tangente  ou  la  corde  principale  déjà  considérées  à  propos 
dos  cercles  bilangenls.  L'élongation  centrale  correspond  à  un 
cercle  de  base  de  rayon  nul. 

8G.  —  L'acce  radical  de  deux  cercles  variables  passe  par  le 
ri'utre  du  cercle  fixe. 

Quel  que  soit  le  mode  d'élongation,  les  élongations  de  deux 
points  déterminés  peuvent  être  assimilées  à  des  élongations  par 
radiatit,  le  radiant  étant  pris  à  l'intersection  des  deux  axes  radi- 
caux correspondants;  ici,  ce  sera  le  pôle,  par  rapport  au  cercle  de 
base,  de  la  droite  qui  joint  les  deux  points.  I^a  perpendiculaire  à 
cette  droite  menée  par  le  pôle  sera  donc  l'axe  radical  des  deux 
cercles  [75j.  Or,  celle  perpendiculaire  contient  le  centre  commun 
du  cercle  de  base  et  du  cercle  fixe. 

De  là  résulte,  dans  le  cas  de  points  variables  situés  en  ligne 
droite,  l'existence  de  nœuds  d'élongation  analogues  à  ceux  du 
,^  KTi.  Les  propriétés  des  t<  77  rt  7«S  leur  sont  ii|iplitablt's. 
pourvu  (ju'au  radiant,  pris  comme  centre  de  svuK'liic.  on  substitue 
le  pôle  de  la  droite  dans  le  cercle  de  base. 


oO 
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87.   - 


Le  lieu  des  joints  de  même  élon  gallon  par  rapport  à 
deux  cercles  fixes  est  %ine  per- 

--^^  pendiculaire  à  la  Ihjnc  des  cen- 

'"n^  1res. 

\  La  déiîionslration  serait  paral- 

lèle à  celle  du  §  8 1 . 

11  reste  à  examiner  le  cas  où 
les  deux  cercles  seraient  concen- 
triques. Appelons  r,  r'  leurs 
rayons,  S,  S'  ceux  des  cercles  de 
base,  £,  z  les  élongations  d'un 
point  quelconque  M  (fif/.  44)  P^'' 
rapport  aux  deux  cercles.  Soient 
0  leur  centre  commun  et  N  Tin- 
lersection  de  OM  avec  la  polaire 
de  M  dans  le  cercle  de  rayon  S. 
On  aura  f'  =  M'  =  r-  —  ON'. 


M 


Dl - 


û 

Fi: 


M 


d'où,  en  remplaçant  iMN  par  la  dilîérence  entre  OM  et  ON,  et 
observant  que  le  produit  OM. ON  est  égal  à  S-,  £-  =  OM' -h  r- —  aS-. 
On  a  de  môme  t'-  =  OM'  +  r"-  —  aS'S'  ;  suivant  donc  que  la  con- 
dition 

r-^  _  r'-  =  <S^  -  S'^ 

sera  ou  non  remplie;  tout  point  du  plan  aura  la  môme  élongalion 
par  rapport  aux  deux  cercles  ou  aucun  ne  jouira  de  cette  propriété. 
88.  —  On  di'duit  trois  circonférences  ayant  pour  cenlre 
commun  le  milieu  du  segment  secondaire  d'une  division  sij/iar- 
monicpie,  et  passant,  chacune  des  deux  premières  par  une  extré- 
mité du  segment  primitif,  la  troisième  par  les  extrémités  du 
segmoU  secondaire.  Celle-ci  étant  prise  comme  cercle  de  base, 
la  puissance  d' élongalion  par  polaire  de  tout  point  dti  plan 
relativement  à  l'une  des  deux  premiires  circonférences  sera 
égale  à  la  puissance  du  même  point  dans  Vautre. 
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En  etiet,  la  notation  du  })aragraphe  précédent  étant  conservée, 
il  viendra  ici 

S-  =  i(v^  +  /•'-)  1 7•^  I,       S'  =  y'  I  «5 1, 

et  la  condition  d'égalité  entre  les  deux  élongations  se  trouve  satis- 
faite. 

SO.  —  On  décrit  trois  civconféreyices  concentriques  dont  la 
troisième  ait  pour  rayon  la  moyenne  ^proportionnelle  entre  la 
plus  courte  distance  des  deux  autres  et  la  portion  de  droite 
allant  du  centre  commun  au  milieu  de  cette  jjIus  courte  dis- 
tance. La  troisième  circonférence  étant  prise  conune  cercle  de 
base,  Vélongation  par  polaire  d'un  point  quelconque  du  plan 
relativement  à  la  plus  grande  des  deux  premières  sera  égale  à 
l'élongation  centrale  du  7nrme  j^oint  par  rapj)ort  à  Vautre. 

En  elîet,  on  a  ici 

S-^  =  J  (>•-  —  ?•'-),       S'=o[8o], 

et  la  condition  du  ï^  8T  se  trouve  satisfaite. 

On  peut  intervertir  les  rôles  des  deux  circonférences,  c'est-à- 
dire  prendre  l'élongation  centrale  relativement  à  la  [)lus  grande  ; 
seulement,  pour  l'autre  circonférence,  il  faudra  alors  substituer, 
à  l'élongation  par  polaire,  l'élongation  par  sypolaire,  dans  la- 
quelle ou  adopte,  pour  l'axe  radical  correspondant  à  chaque  point 
variable,  la  sypolaire  de  ce  point  dans  le  cercle  de  base. 

Les  deux  modes  d'élongation,  par  polaire  et  par  sypolaire, 
jouissent  de  propriétés  analogues. 

De  ce  paragraphe  et  du  précédent,  on  |)eut  tirer  des  consé- 
quences relatives  aux  coniques,  ainsi  que  nous  l'avons  fait  en 
partant  des  i;  8îî  et  Hll.  Ici,  chacun  des  cercles  que  l'on  aura  à 
considérer  sera  concentrique  avec  le  cercle  bilangenl  ou  avec  le 
cercle  allotrope  correspondant. 

ÉLONGATION  PAR  INDICE 

ÎM).  —  Pour  terminer,  nous  dirons  quelques  mots  d'un  troi- 
sième mode  d'élongation,  c<'lui  daus  lequel  il  y  aurait  un  rapport 
constant,  appelé  indice,  entre  les  distances  du  fciitrc  lixe  à  l'axo 
radical  et  an  point  variable.  Ici,  le  lii'u  du  |u'('il  de  Vaw  r.ulii  al 
sera  homothétique  de  celui  du  poiut  variable. 
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Les  deux  lieux  se  superposent  lorsque  l'indice  est  i  ;  alors, 
pour  tout  point  intérieur  au  cercle  fixe,  1  elongalion  se  confond 
avec  la  demi-corde  principale  du  point  dans  ce  cercle  :  et,  pour 
tout  point  extérieur,  la  demi-corde  d'élongalion  est  égale  à  la 
tangente  menée  au  cercle.  Dans  les  deux  cas,  la  puissance  d'élon- 
gation  du  point  et  sa  puissance  dans  le  cercle  fixe  sont  égales  et 
de  signes  contraires. 

En  annulant  l'indice,  on  retrouve  l'élongation  centrale. 

L'indice  étant  désigné  par  À,  appelons  r  le  rayon  du  cercle  fixe. 
La  puissance  -  d'élongation  d'un  point  M  situé  à  une  dislance  ^ 
du  centre  de  ce  cercle  sera  donnée  par  la  formule 

TT  =    )•-    (2À   1)2-. 

Considérons  un  second  cercle  fixe  de  rayon  r' ,  et  soit  /.'  l'indice 
correspondant.  Si  À'  est  égal  à  À,  le  lieu  de*  points  d'égale  élonga- 
tion  par  rapport  aux  deux  cercles  sera  une  droite  perpendiculaire 
à  la  ligne  des  centres.  Il  en  sera  de  même,  quels  que  soient  À  et 
À',  du  lieu  des  points  pour  chacun  desquels  le  rapport  des  puis- 
sances d'élongation  égale  celui  de  2).  —  1  à  2//  —  1.  Dans  tout 
autre  cas  où  le  rapport  des  puissances  d'élongation  devra  rester 
constant,  le  lieu  des  points  variables  sera  une  circonférence. 

Nous  allons  maintenant  supposer  que  les  deux  cercles  sont  con- 
centriques. Soit  d'abord  À  >>  -.   Appelons  p  la  puissance  de  M 

dans  le  second  cercle;  on  aura  p  ==  ^^  —  r'-  ;  si  donc  on  prend 
7'  =  r'  [/'il  —  1 ,  il  viendra  -k  =  —  (2X  —  i)p,  quel  que  soit  M. 

Soit  ensuite  À  négatif  ou  positif  et  plus  petit  que  -  .  La  formule 

ci-dessus  s'écrira,  si  on  y  met  les  signes  en  évidence,  et  si  l'on  y 
remplace  -  par  le  carré  de  l'élongation  t, 

z-  =  r-  -1-  (1  —  2À)j^ 

Appelons  •/]  l'élongation  centrale  de  M  dans  le  second  cercle;  on 
aura  rj-  ==  ^^  _^  ,.'2 .  gj  donc  on  prend  r  =  r'  y/i  —  2X,  il  viendra 
e  =:  r,  y/i  —  2,  quel  que  soit  M. 

Pour  tirer  de  là  des  conséquences  relatives  aux  coniques,  il 
suffit  de  regarder  successivement  r'  comme  le  rayon  d'un  cercle 
bitangent  et  comme  le  rayon  d'un  cercle  allotrope.  Ainsi  : 

A  fout  cercle  ayant  son  centre  sur  Vaxe  focal,  correspondent 
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une  droite  et  un  indice  tels  qu'il  //  ait  un  rapport  constant 
entre  Vélongation  ou  la  demi-corde  d'élongation,  d\(n  point 
quelconque  de  la  conique  par  rap2)ort  au  cercle,  et  la  distance 
dit  mrme  point  à  la  droite. 

La  droite  est  perj)endiculaire  à  l'axo  focal,  et  les  distances  du 
centre  de  la  conique  au  centre  du  cercle  et  à  la  droile  ont  entre 
elles  un  rapport  égal  au  carré  e-  de  l'excentricité. 

Si  l'on  appelle  r  le  rayon  du  cercle,  g  la  moyenne  proportion- 
nelle entre  les  distances  de  son  centre  aux  fovers,  et  si  l'on  pose 

e      r 
h      <f 

le  rapport  constant  dont  il  est  question  dans  l'énoncé  sera  égal 
à  ]xe. 

Dans  le  cas  de  l'ellipse,  c'est  la  demi-corde  d'élongation  ou 
Télongation  elle-même,  qui  doit  figurer  au  numérateur  de  ce  rap- 
port, et  l'on  doit  prendre  comme  indice     (i  -r-  l^--),  ou  -(i  —  i^-), 

suivant  que  le  centre  se  trouve  ou  non,  entre  les  foyers.  Le  con- 
traire a  lieu  dans  le  cas  de  l'hyperbole. 

Avec  un  énoncé  convenablement  modifié,  la  propriété  subsiste 
pour  les  cercles  ayant  leurs  centres  sur  le  second  axe  de  la  co- 
nique. 


LA  GEOMETlllE  DU  COMPAS 

Par  M.  Eug.  Dukonis,  professeur  au  collège  de  Barcelonnette 


Je  me  propose  de  démontrer  très  simplement  et  1res  (>lémenlai- 
renient  que  le  compas  suffit  aux  constructions  (jue  l'on  elTectue 
ordinairement  avec  la  règle,  l'équerre  et  le  compas,  et  (jue  l'on 
j)eut  même  s'interdire  l'usage  d'arcs  tangents  pour  déterminer  des 
points.  Pour  cela,  remarquons ()ue  ré(juerre  est  inutile,  comme 
on  sait.  Alors  comme  la  règle  et  le  compas  ne  servent  ([u';i  déter- 
miner des  points  par  des  int(!r.seclions  de  circonférences  et  de 
droites,  il  suffit  de  donner  des  procédés  jtour  trouver  ces  |)(»inls 
d'intersection. 

Les  données  ne  seront  (|ue  des  points,  soit  considérés  pour  eux- 
mêmes,  soit  pour  déterminer  des  lignes. 
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Cela  posé  nous  divisons  la  dénionslration  en  deux  parties.  Dans 
la  première  le  compas  est  supposé  illimité.  Dans  la  seconde  il  est 
limité  et  les  problèmes  sont  ainsi  rendus  pratiques. 

PREMIÈRE  PARTIE 

Préliminaires,  —  i°  Prendre  le  symétrique  d'un  point  par  rap- 
port à  une  droite  (Facile). 

2°  Trouver  le  quatrième  sommet  D  du  iiarallélogramme  ABCD, 
autrement  dit.:  mener  par  le  point  C  pris  pour  origine  un  segment 
équipollent  à  AB  (Facile). 

3°  Doubler  un  segment  et  par  suite  le  multiplier  par  un  nombre 
entier. 

Soit  AB  le  segment.  Soit  C  un  point  quelconque.   Menons  CD 
équipollent  à  AB,  puis  BE  équipollent  à  CD.AE  est  double  de  AB. 
Une  autre  solution  est  tirée  de  l'inscription  de  l'hexagone  ré- 
gulier. 

3°  Trouver  laquatrième  proportionnelle  à  trois  longueurs  a, 6^c. 

i*""^  Cas.  —  2a^  h;  a'^  c.  Avec  a 
pour  rayon  décrivons  une  circonfé- 
rence (0).  Menons  les  cordes  AB  et  AC 
égales  à  h  et  c  (fig.  i).  Soit  D  le  symé- 
trique de  A  par  rapport  à  BG.  La  lon- 
gueur cherchée  est  AD. 

En  elTet,   les   angles  ABD  et  ADC 
sont  égaux  comme  doubles  de  ABC. 
Comme  d'autre  part  les  triangles  ABD 
et  ADC  sont  isoscèles,  ils  sont  semblables. 

AO         c  . 

Donc  —r-  =  Ypj  ce  qui  démontre  la  proposition. 

2'  Cas.  —  la  n'est  pas  à  la  fois  inférieur  à  6  et  à  c.  On  prend  pour  ' 
AO  dans  la  figure  précédente  un  multiple  de  a   tel  que  la  cons- 
truction devienne  possible.  Alors  si  OA  =  na,  on  a  : 


na 

17 


c 
ÂD 


c 
^D' 


La  4"^  proporlioniu'Ue  qui  est  AD  est  facile  à  construire  (3°). 
4°  Reconnaître  si  trois  points  sont  sensiblement  en  ligne  droite. 
On  reconnaît  qu'il  en  est  ainsi  à  ce  que,  en  cherchant  le  symé- 
trique d'un  des  points  par  rapport  à  la  droite  déterminée  par  les 
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deux  Jiiilres,  on  est  aiupiu'"  à  décrire  des  arcs  sciisibleinent  tan- 
gents. 

5°  Reconnaître  si  une  droite  ('!)  est  sensll)leniont  perpendicu- 
laire à  une  droite  Ali. 

On  clierchc  si  le  symétrique  de  C  par  rapport  à  A  M  est  sensible- 
ment sur  CD. 

PROnLKMES  FONDAMENTAUX 

i"  INTERSECTION  DE  DEUX  DROITES  AB  ET  CD 

i'""  Cas.  —  AB  et  CD  sont  les  côtés  égaux  d'un  lrapé/.(;  isoscèle. 
Supposons  AC  >  HD.  Soit  M  le  point  cherché.  Menons  AE  éf|ui- 

pollent  à  BD  (2").  On  a  .~.^  =  ~.  qui  permet  de  construire  BM 

(3").  On  trace  de  B  et  D  comme  centres  des  cercles  de  rayon  BM 
et  on  prend  celui  do  leurs  points  communs  qui  est  sur  AB  (4°). 

2*^  Cas.  —  AB  et  CD  sont  les  diagonales  d'un  trapèze  isoscèle 
(Construction  analogue). 

3''  Cas.  —  Droites  (pielconcjues,  non  sensiblement  perpendicu- 
laires (Voir  5*"). 

On   remplace  une  des   droites  par  la  symétrique  de  l'autre  par 
rapport  à  elle,  et  on  est  ramené 
à  l'un  des  deux  premiers  cas. 

4"  Cas.  —  Droites  perpendi- 
culaires ou  presque  perpendi- 
culaires {/if/.  2). 

On  mène  DE  équipollent  à 
AB  (2").  On  peut  môme  mul- 
tiplier DE  de  manière  que  CE 
devienne  aussi  oblique  à  AB 
que  l'on  veut.  On  cherche  le 
point  F  commun  à  AB  et  CE. 
Si  M  est  le  point  cherché,  on  a 

CE  _  DE  _  Cl) 
CF  ~  FM  "■  CM  ' 

ce  ({ui  |)('rmet  do  conslruiio  FM  et  CM.  On  aura  ensuite  le  point 
M  par  deux  arcs  exactement  ou  sensiblement  orlhogonaux,  ce  qui 
constitue  une  très  bonne  méthode.  Pour  choisir  convenablement 
celui  des  deux  points  que  l'on  trouve,  on  utilise  le  n"  4- 
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2°  INTERSECTION  DE  DEUX  CERCLES 

Nous  sommes  maiiileaanl  en  élat  de  construire  un  cercle  pas- 
sant par  trois  points  et  le  problème  indiqué  est  alors  iinmédiale- 
ment  résolu. 

3"  INTERSECTION  D'UNE  DROITE  ET  D'UN  CERCLE 

i"  Cas.  —  La  droite  ne  passe  pas  par  le  centre. 

On  cherche  le  centre  du  cercle,  et,  cela  fait,  il  est  facile  de  tracer 
le  cercle  symétrique  du  cercle  donné  par  i apport  i\  la  droite.  Il 
coupe  le  premier  aux  points  cherchés. 


CORRECTION 
ET  CLASSElMENT  DES  COPIES 


Le  Comité  du  journal  corrige,  annote,  «  classe  »  et  retourne 
«  franco  »  les  copies  que  les  abonnés  à  la  «  Correction  des  copies  » 
lui  enverront  mensuellement.  Les  copies  et  épures  doivent  être 
envoyées  «  franco  »  de  port  dans  le  mois  qui  suit  la  publication 
des  questions  proposées  au  journal  par  le  Comité. 

Prix  de  l'abonnement  à  la  correction.     .        lO  fr.  »» 

Peuvent  s'abonner  non  seulement  les  abonnés  du  journal,  mais 
encore  tous  ceux  qui  désireront  prendre  part  à  la  correction 
comparative. 

Les  copies  et  le  montant  de  l'abonnement  doivent  être  adres- 
sés à  M.  MARIAUD,  président  du  Comité,  61,  rue  de  Passy, 
Paris-Passy. 

NOTA.  —  Tous  les  modes  de  paiements  sont  admis  :  mandats- 
poste  français,  chèques,  timbres-poste... 

M.  Mariaud  se  tient  à  la  disposition  des  lecteurs  du  «  Journal 
de  Mathématiques  «  et  des  abonnés  à  la  correction  tous  les 
samedis  de  7  heures  à  11  heures  du  matin  à  son  domicile,  pour 
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PREMIERE  PARTIE 

Qiicsfioiis  proposées  aux  Candidats 

I.  -  A  L'ÉCOLE  SPÉGLVLE  MILITAIKE  SM.VR 


120.  ^lalliéiiialicpies.  —  Résoudre  un  trianglo  AHC, 
coniiaissanl  un  côté  r/,  la  diflérence  [3  des  angles  adjacents  à  ce 
côté  et  sachant  que  le  sommet  A  est  situé  sur  une  droite;  nj 
donnée  de  position.  Léopold  Massip, 

Professeur  de  Mathématiques  spéciales 
à  l'Ecole  Saint-Georges. 

121.  —  On  donne  deux  circonférences  tangentes  extérieure- 
ment de  rayon  R  et  r.  On  mène  la  tangente  commune  AB  (A  sur 
la  circonférence  de  rayon  R  et  B  sur  celle  de  rayon  r).  Soit  C  le 
point  de  contact  des  deux  circonférences,  on  forme  le  triangle 
ACB.  Démontrer  que  ce  triangle  est  rectangle  cl  exprimer  ses 
côtés  en  fonction  de  R  et  de  r,  Léopold  Massip. 

I2îî.    Ilpiire.    (  one    cl    piMsiiuv    —    i»   Le    cône   est 

de  révolution.    Son    sommet   est  projeté    liori/onlalement   en   S 

et   est   situé  ù    200    millimètres  au-dessus    du     plan    horizon - 

ial.     L'axe   du   cône   est   projeté     horizontalement    suivant     la 

droite  SO  ;  le  point  0  en  est  la 

•  Jl'1  _  _   - 

i6o       '^~  '  \  .'A-^ 


r 


^ 


Fi-. 


trace  horizontale.  Le  demi 
angle  au  sommet  du  cône  est 
de  i5  degrés.  On  demande  : 
1"  de  déterminer,  d'aprè.s  ces 
ilonnées,  l'ellipse  de  hase  du 
cône  sur  le  plan  horizontal. 
Le  prisme  est  ohlique,  sa  hase  \y 
sur  le  plan  horizontal  est  un 
triangle  é(juilatéral  inscrit 
dans  un  cercle  dont  le  centre  est  le  point  (1  et  dont  le  diamètre  est 
de  11")  millimètres.  Un  des  sommets  a  du  triangle  est  à  l'extré- 
mité du  diamètre  perpendiculaire  à  l'axe  du  cône.  Les  arêtes  sont 
inclinées  à  /j")"  sur  le  plan  horizontal  et  en  projection   horizontale 

Lire  à  la  (|iiali*ièiiie  pa^e  de  la  eoiiverliire  les 
<M>iidilioiis  i*elalives  \\  la  <*orreelioii  ei  iv  l*al>oii- 
iieiiienl  des  eopîes. 
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elles  sont  perpendiculali-es  sur  la  projection  horizon  laie  de  l'axe 
du  cône.  On  demande  de  déterminer  l'intersection  du  cône  et  du 
prisme  et  de  représenter  en  projection  horizontale  seulement  le 
cône  entaillé  par  le  prisme. 

123.  Calcul  Irjg-oiioméirîqiie.  —  Calculer  les  angles 
et  Ip  surface  d'un  triangle  ABC,  connaissant  les  trois  côtés  : 

a  =  3245         h  =z  5879       c  =  5783. 

(Concours  de  1897). 

124.  Questions  posées  à   l'oral.  —  Rendre  calculable 
par  logarithmes  les  expressions  : 

1  -^  [g  a,  1  -T-  Ig-f/,  1  +  tg'V/,  1  +  tg''n. 

X 


1  2*>.  —  Discuter  la  fonction  :  Y  = 
Résoudre  l'inéffalilé  :  - 


•}.a       ^      8  a- 


a       x-a- 


II.  —  A  L'INSTITUT  NATIONAL  AGRONOMIQUE 

120.  <lialhéi))alî<|iies. —  On  inscrit  un  cylindre  dans 
une  sphère  donnée,  éludier  la  varialion  du  volume  du  solide 
formé  par  ce  cylindre  surmonté  à  l'une  de  ses  bases  par  l'hémis- 
phère de  même  rayon  que  cette  base. 

1 27.  —  Calculer  x  donné  par  la  formule  : 

.,'  =  (rt  -h  6)'"  [m)  {m  —  1)  (w  —  2)  (m  —  n  -\~  i) 

V   1.  2.  ?>....n 
en  se  servant  des  logarithmes  sachant  que 

a  ^5       h  =  yi>       VI  =  i5       ?i  =  8       qT=  rj. 

1 2S.  l*livsiqiie  et  eliiiiiîe.  -r  Un  tube  barométrique 
dont  le  sommet  s'élève  à  76  centimètres  au-dessus  du  niveau  delà 
cuvette  supposée  très  large  contient  de  l'air  sec  qui  occupe  au- 
dessus  du  mercure  dans  le  tube  une  longueur  de  10  centimètres. 
On  introduit  dans  le  tube  un  liquide  qui  se  volatilise  entière- 
ment et  sature  l'espace  x  occupé  finalement  par  le  mélange  d'air 
et  de  vapeur.  Délermincn'  œ.  La  pression  extérieure  est  équilibrée 
par  76  centimètres  de  mercure  et  la  force  élastique  maximum  de 
la  vapeur  à  la  température  de  l'expérience  par  10  centimètres  de 
mercure. 

Donner  les  préparations  du  soufre,  indiquer  ses  préparations 
physiques  et  les  usages  de  ce  corps. 
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I2i).  Oiieslioii»^  posées  à  l'oral.    —   Trouver   sin -, 

connaissant  tga. 

irtO.  —  On  donne  un  triangle  rectangle,  on  partage  l'hypo- 
Ihénuse  en  an  parties  égales.  Trouver  la  résultante  du  système 
de  forces  partant  du  sommet  de  l'angle  droit  et  aboutissant  aux 
points  de  division  de  i'hypothénuse. 

III.  —  AU  BACCALAURÉAT 
LETTRES  MATHÉMATIQUES 


\*M.  {Ohlu/alairc).  — Un  donne  un  cercle  0  et  deux  dia- 
mètres perpendiculaires  OX  et  OV.  On  demande  de  mener  une 
tangente  AB  (A  sur  OX,  B  sur  OY),  de  façon  que  l'on  ait 
OA  ■+  OB  r=:  im.  Minimum  de  m. 

13'3.  {Au  choix).  —  Recherche  des  divisions  d'un  nombre. 

Un  nombre  divisible  séparément  par  plusieurs  nombres 
entiers,  premiers  entre  eux,  est  divisible  p;ir  leur  produit. 

Exposer  les  principes  sur  l('S([uels  reposent  la  recherche  du 
plus  petit  commun  multiple  de  plusieurs  nombres  donnés. 

Iît*t.  Plivsic|iie.  {Ohlif/atoire).  —  Dans  une  pompe  aspi- 
rante la  course  du  piston  est  de  o"\5()  et  la  longueur  du  corps  de 
pompe  est  égale  à  \\  décimètres  carrés. 

Quelle  doit-ôtre  la  hauteur  du  tuvau  d'aspiration  pour  (|ue  la 
pompe  soit  amorcée  dès  le  premier  coup  de  piston.  Section  du 
tuyau  d'aspiration  i5  centimètres  carrés.  Quel  est  l'effort  que  l'on 
doit  faire  pour  soulever  le  piston  lorsque  la  pomjie  est  en  mouve- 
ment. 

1 1\  I.  {Au  choix).  •—  Mélange  des  gaz  et  des  vapeurs. 

1  :M'»«».  —  Mélange  des  gaz. 

Déterminer  la  force  éliistique  de  l'air  t(»nlenu  dans  un  récipient 
après  n  coup  de  piston  quand  ce  récipient  est  en  communication 
avpc  la  machine  pneumatique. 

\X\Ti,  OiK'slioiis  posées  à  l'oral.  —  Diviser 

Aq./'"'  4-  A,a;"'-^..-^  A,„.,.?7  -\-  A,„  par  .r  -i-  a 
el  déterminer  la  loi  du  quotient. 

Montrer  que  le  système  d'c'-quation  A  '-  M  o  est  équiva- 
lent au  svstème  )n.\  -\-  /?R  r^  o  et  -\  ^-=  e. 
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IV.    —  BACCALAURÉAT 
DE    L'ENSKIGNEMEiNT    MODERNE 


1  r$6.  —  Une  droite  AB  de  longueur  donnée  a  dont  les  extré- 
mités s'appuient  à  la  fois  sur  les  deux  ccMés  d'un  angle  donné 
POS  =  a  peut  occuper  une  infinité  de  positions.  On  demande 
quelle  est  celle  pour  laquelle  la  surface  latérale  du  tronc  de  cùne 
qu'elle  engendre  en  tournant  autour  de  l'axe  perpendiculaire 
à  OP  atteint  une  valeur  donnée  r.via.  Examiner  spécialement  le 
cas  oij  l'angle  a  est  de  (id  degrés  et  déterminer  le  maximum  de 
cette  surface. 

137.  {^hi  diûi.v).  — i"  Résoudre  \\n  triangle  connaissant  deux 
côtés  et  l'angle  opposé. 

1°  Résoudre  un  triangle  connaissant  les  trois  côtés. 

3"  Problème  de  la  carte.  (Snjetç  donnés  à  Alger). 

I ÎIS.  Plljsîque.  —  Un  baromètre  est  enfermé  dans  un 
large  tube  de  verre  scellé  à  la  lampe.  A  l'instant  de  la  fermeture 
la  hauteur  de  la  colonne  est  76  centimètres  et  la  température 
i5  degrés.  Calculer  la  hauteur  de  la  colonne  lorsque  la  tempé- 
rature est  de  4o  degrés. 

Coeflîcient  de  dilatation  du  mercure ^  „ 

DODO 

Coefficient  de  dilatation  de  l'air  0,  o()36G.  On  ne  tiendra  pas 
compte  de  la  dilatation  du  verre. 

I  39.  {Au  choix).  —  i°Décrire  et  interpréter  les  expériences  qui 
conduisent  aux  notions  de  potentiel  et  de  capacité  électrique. 

2°  Condensation  élictrique. 

3'^  Enoncer  les  lois  fondamentales  des  courants.  Unités  pratiques 
d'intensité,  de  résistance  et  de  force  électromotrice. 

140.  Oïieslions  posées  à  ToraL  —  Déterminer  a  et  h 
de  manière  que  le  maximum  et  le  minimum  de  l'expression 

.T'^  —  ax  —  3 
X-  —  hx  -h  5 
au  lieu  pour  x  =  2  et  pour  .r  —  '.). 

141.  —  Condition  nécessaire  et  suflisante  ])0ur  que  trois 
nombres  A,  B,  C  soient  les  termes  de  rang  m,  n  et  p,  d'une  même 
progression  arithmétique. 
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V.  BACCALAURÉAT  (LEÏTRi:S.  —  SCli^NCES) 


142.  —  Appliquer  los  propriélés  des  dérivées  à  la  résolution 
delà  question  suivante  :  de  toutes  les  boîtes  cylindri(jues  fermées 
de  même  surface  totale  -a-.  Quelle  est  celle  qui  présente  la  plus 
grande  capacité?  O'iellt'^  aoni  les  dimensions  de  celle  dont  la 
capacité  serait  d'un  hectolitre  et  qui  remplirait  les  conditions  de 
maximum  indiquées. 

I4ÎJ.  {Au  choix).  —  Etant  donnés  deux  points  sur  la  liynede 
terre,  un  point  dans  le  plan  vertical  et  un  point  dans  le  plan 
horizontal,  faire  passer  une  sphère  par  ces  (lualre  [)aints.  Déter- 
miner son  cenire  et  son  rayon. 

II.  Placer  une  sphère  de  rayon  donné  R  de  manièn;  ({u'elle  soit 
tangente  à  la  fois  an  plan  horizontal,  au  plan  vertical  et  au  plan 
donm;  par  ces  traces  LKP. 

III.  Etant  donnée  une  droite  aJ)  a'b'  et  une  sphère  oo' ,  mener 
par  la  droite  un  plan  qui  coupe  la  s|>lH're  suivant  un  cercle  de 
rayon  donné  r. 

I  14.  Pliv^^îque  et  chimie.  (.1^;  choie). — I.  Transforma- 
tion du  travail  en  chalimr.  — •  Principe  de  l'équivalence.  — 
Détermination  de  l'équivalent  mécanique  de  la  chaleur.  —  Expé- 
rience de  Joule. 

II.  Principe  de  la  machine  à  vapeur  :  condenseur,  son  utilité. 
Mouvement  du  tiroir  :  détente.  Puissance  d'une  machine.  Unité 
pratique.  Unités  C.  C,.  S. 

m.  Densité  des  gaz  ;  sa  détermination  par  la  méthode  de 
Regnault,  dans  le  cas  où  le  gaz  n'attaque  pas  les  métaux.  Com- 
ment varie  Is  densité  d'un  gaz  avec  la  température  et  la  pression  ? 

I  15.  {Oblif/aloire).  —  On  donne  ii  éléments  de  pile  identiques 
dont  la  résistance  intérieure  est  r.  Quelle  doit  être  la  résistance 
extérieure  H  pour  qu'il  n'y  ait  aucun  avantage  à  les  ossocier  en 
série  on  en  batterie 

On  donne  r  i^  -x  ohms,  K  :^  loohms.  Quelle  est  la  dis|)osilion 
la  plus  avantageuse. 

I  10.  Qiieslioiis  posées  si  l'oral.  —  Vr.ie  valeur  de 
x^  —  1 

lorsque  .'•  tend  vers  i. 
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117.  —  Résoudre  l'équalioii  : 

a  -h  .c        &  -t-  ./■ 5 

h  ~\-  X        a  -H  X        :> 

VJ.  _  AUX  ÉCOLES  D'AGRICULTURE 


148.  AHUiuiélique.  —  Un  spéculateur  achète  un  pré  à 
raison  de  5,ooo  francs  l'hectare.  Après  l'acquisition  il  s'aperçoit 
que  son  pré  contient  8  décamètres  carrés  de  moins  que  ce  qu'il 
a  payé  ;  néanmoins'  il  ne  fait  aucune  réclamation,  car  il  trouve 
l'occasion  de  le  céder  de  suite  au  prix  de  6o  francs  l'are  (conte- 
nance exacte).  En  faisant  cette  vente  il  gagne  l'x  ^j^  sur  cequ'il  a 
déboursé.  Calculer  la  contenance  réelle  du  pré  et  calculer  ses 
dimensions  sachant  qu'il  est  rectangulaire  et  que  sa  diagonale 
vaut  170  mètres. 

1-49.  Giéoiïiéli'ie.  —  Une  pyramide  a  pour  base  un  triangle 
ABC,  dont  les  cùtés  AB,  AC,  BC,  valent  respectivement  '.i6  déci- 
mètres, 3  mètres  et  2*^,80.  Son  sommet  S  est  sur  la  perpendicu- 
laire menée  par  H  (H  centre  du  cercle  circonscrit  au  triangle  ABC) 
au  plan  ABC  et  AS  =  i"',8o.  Calculer  le  volume  de  cette  pyra- 
mide en  décimètres  cubes  et  calculer  sa  surface  totale  en  mètres 
carrés. 

150.  I*li,^>.â<ni«'  vi  vhuiûv.  —  I.  Poids  spécili(iuc  des 
gaz. 

IL  Hydrogène  sulfuré.  Sulfures. 

\  JL  —  AUX  ÉCOLES  DE  COiALMERCE 


151.  Coiiîposiiîon  raculinlive  do  eoBiipïabililé. — 

(5  heures).  I.  Comparer  le  rôle  du  commissionnaire  en  marchan- 
dises et  du  courtier  en  marchandises.  —  Ducroire. 
II.  Etablir  le  bordereau  cV escompte  suivant  : 
Le  10  octobre   1897,   ''^ri^'s  en  compte  courant  à  la  «  Banque 
Centrale  »  : 

1°     938',45  Bordeaux.     .     .     à  vue;  taux  du  change:  ^5.  (pair); 
2°     3i  l^2o  S'^-Hippolyte(min.  joo)  20  oct.  —  70  c/ 

V  i285f,4o 3i  déc.  —  25  c/ 

Taux  d'escompte  :  4   i/4   P-   0/0  (calculer  par  les  nombres)  ; 
minimum  d'escompte  pour  effets  à  vue  ou  troj)  courts  : 


JOURNAL    DE    MATIIKMATKJUKS    KLÉMENTAIRES  63 

Kl  jours  pour  les  effets  payables  dans  les  chefs-lieux  de  dépar- 
tement. 

i.')  jours  ()our  les  ell'ets  payables  dans  les  chefs-lieux  d'arron- 
dissement. 

•io  jours  pour  les  effets  pav.ibles  dans  les  autres  localités. 
Commission  3  p.  '\'„. 

III.    Opérations   à   passer   aa    Journal    (parties   doubles)     en 
autant  d'articles  que  ci-dessous  : 

1°  Acheté  des  marchandises  des  suivants  : 

\°  Arbel 5,.So()f 

•i."  Leroy 3,65o 

.■)"  Au  détail,  payé  coniplaut     ....         260 

■i"  Mon  règlement  avec  Arbel  : 

1°  Espèces i,o(to^ 

2"  .Mon  billet  à  sou  ordre 1,200 

.'V  Ma  remise  en  2  eiVets i,83() 

4°  Escompte ,         iiO 

.")"  Chèque  sur  mon  baïKjuierE.Jarry  et  C'"   i.(354 

0,800 
Tt"  Ecritures  de  la  même  opération  chez  Arbel. 
4°  Négocier  au  comptant  chez  E.  Jarry  et  C"'  : 

Effet  n"  1275,  nominal i>6o',oo 

Agio M)'  9'^ 

Encaissé  le  net.  .  1240,  10 
I  oV.  .\i'illiiti<'li(|iic. —  La  betterave  blanche  de  Silésie 
donne  7  "',j  de  son  poids  en  sucre.  1'^  Quelle  superficie  faudra-t-il 
ensemencer  d.uis  un  terrain  qui  produilapproximativcment  3'^^'i  2") 
de  cette  espèce  de  beilerave  |)ar  mètre  carré,  pour  fournir  la 
quantité  de  betteraves  nécessaire  à  la  fabrication  de  87,500  kilo- 
grammes de  sucre.  2"  Ouelle  serait  la  valeur  dos  betteraves  à 
raison  de  H)'^'''',5o  les  1,000  kilogrammes. 

I  r>ÎJ.  Alii'ôhi**'. ---  Trouver  doux  uonibn^s  doiil    la  Miinmc 
soit  12  et  le  [)r<)(Iuil  i'),"). 

Résoudre  x  (ij  -+■  z)  =  a 

1/  (x  -{-  z)  --  h 
z  [x  +  1/)  =  c. 
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154.  —  Culcnlei-  r  donné  par  la  formule  : 

6  /ô 


/^i^""''''  v'-'^^ 


DEUXIEME  PARTIE 


Ont  résolvi  les  quesLions  du  numéro  de  novembre  : 

I.  A  l'Ecole  de  Saint-Cyr.  —  MM.  de  Géransac  à  llouen.  Marlinard  h 
Périgueux,  Laplanche  à  Perpignan,  Marceuac  à  Cahors,  Balitrand  à  Tours, 
Bessières  Raymond  à  Tulle,  Louis  Cazal  à  Decazeville,  Henri  Lal'fite  à 
Moissac,  Jean  Loiiys  à  Auriilac,  Paul  Boyer  h  PithiAiers  (tout  Texamen), 
Dubuy  à  Rodez,  Paul  Lion  à  Tarbes,  René  Riche  à  Mce,  Léon  Polin  à  Meu- 
don,  Tarnyés  h  Figeac  (la  question  de  Mathématiques),  Bardin  à  Lille, 
Colas,  Yicq  à  Flaujac  (l'épure),  Vincent  à  Beauvais,  Maréchal  à  Pai-is,  Le- 
fèvre  à  Paris,  Baudet  à  Paris  (le  calcul  trigonométrique). 

IL  A  l'Institut  Agronomique.  —  MM.  Yaucant  à  Montpelliei-,  Teysserac 
à  Cambrai,  Albeski  à  Brest,  Mironyl  à  Bastia,  ]Maurice  Destins,  Léon  Rou- 
quette  à  Cahors,  Rivière  à  Moissac,  Sauzely  à  Perpignaji  (toul  l'examen). 

IIL  Au  Baccalauréat  Lettres  Mathématiques.  —  MM.  Maurice  Destins. 
Lugan  à  Liège,  Mock  Léon  à  Blois,  Cbanut  Alphonse  à  Toulouse,  Ramel  à 
Vienne  (tout  l'examen). 

IV.  Au  Baccalauréat  de  rEnself/nenient  Moderne. —  MM.  A'i(;([  à  Llau- 
jac,  Brunel  à  Périgueux,  Trespoux  à  Gap,  .Maurice  Destins  (tout  l'examen). 

V.  Au.v  Ecoles  d'Agriculture.  —  MM.  Paulin  Duval  à  .\geu.  Tassarl  ?i 
Nancy,  Martin  à  Hozelerauck,  Hagener  à  Lille  (tout  l'examen). 

Nota.  —  Les  abonnés  à  la  correction  des  copies  trouveront  dans  lu  troi- 
sième partie  de  nombreuses  questions  résolues  rpii  pourront  les  fortifier 
dans  la  préparation  de  leurs  examens. 

BIBLTOGRAPHIE 


Couus  DE  Gkométuie  Descbm'tive  de  m.  \koMn\vii\, professeur  au  hjcée  Biri'o?»  et 
au  lycée  Cirsot.  —  Masson  et  C',  éditeurs,  120,  boulevard  Saint- 
Germain. 

Dans  sa  préface,  Al.  Roubaudi  s'ex|)rime  ainsi  :  «  Les  procédés  de  la  Géo- 
métrie Descriptive  étant  fondés  sur  la  transformation  des  figures  par  pro- 
jection, il  était  naturel  de  donner  dès  le  début  les  principes  de  cette  méthode 
qui  sont  utilisés  dans  la  suite.  J'en  ai  déduit  la  notion  des  éléments  à  l'in- 
fini, indispensable  en  Géométrie  descriptive  ».  Cette  phrase  indiquant  une 
innovation  dans  les  méthodes  d'exposition,  employées  jusqu'à  ce  jour,  pour 
l'enseignement  de  la  Géométrie  Descriptive,  nous  avons  lu  l'ouvrage  de 
M.  Roubaudi  avec  la  plus  grande  attention.  L'exposition  claire  des  méthode? 
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p|  l'iinlrc  qui  règne  ilaiis   co   livre   en    lonl    un   ontil    précieux,    enhe   les 
mains  de  ceux  (jui  veiileiil  apprendre  la  géométrie  de  Monge. 

Les  figures  soni  faites  de  façon  à  servir  de  modèle  de  trait  aux  élèves 
qui  désireraient  faire  des  épures  soignées.  C'est  ilouc  avec  plaisir  et  coa- 
viction  que  nous  recommandons  cet  ouvrage  à  tous  ceux  qui  préparent  des 
examens  ovi  figure  un  programme  de  tîéomélrie  Descriptive.  G.  M. 

SOLUTION  DES  QIESTIONS  1   ET  2  (copie  delève) 

On  considcre  tous  les  triangles  r/iii  ont  un  sommet  A  commun,  la  />is- 
scctrice  AD  de  l'angle  A  invariable  de  grandeur  et  de  position  et  dont  le 
cercle  circonscrit  passe  par  un  3e  point  fixe  E  de  la  droite  AD  :  i"  Dé- 
montrer que  dans  tous  les  triangles  le  produit  du  diamètre  du  cercle 
circonscrit  par  la  hauteur  est  constant;  2"  Trouve)-  le  lieu  du  milieu 
du  coté  opposé  au  poiyit  A;  3"  Trouver  le  lieu  du  point  de  rencontre  des 
médianes;  4"  Construire  le  triangle  connaissant  les  jioints  A,  D,  1'  et 
soit  lu  grandeur  de  A,  soit  la  longueur  du  côté  opposé  15C. 

i"  -Nous  voulons  démontrer  que  l'on  a  :  A\li„  =  bc.  Or,  d'après  un  théo- 
rème connu  on  a  :  AD"  =  allA,,  —  15D  X  BC,  mais  BD.DC  =r  .VD  X  DF.  Or, 
A,  D,  F  sont  fixes;  donc  Al)  x  DF  est  constant 

■2\\li„  =  AD"  +  AD  x  DF  =  K^  ■—  constante. 
2"  s^i  on  almisse  la  perpendiculaice  du  point  F  (milieu  de  l'arc  RC;  sur  la 
corde  iSC  elle  passe  par  le  milieu  M  de  ce  côté.  Le 
{)oinl  M  se  trouve  donc   sur   la    circonférence   dé- 
crite   sur   DF   connue  dianiMre.  La  récijiroquc  est 
facile  à  étudier. 

•>"  Le  lieu  du  point  de  rencontre  îles  médianes 
est  une  circonférence  homotliétique  à  la  circonfé- 
rence flécrite  par  le  point  ^I  (évident). 

'1"  Construisons  le  triangle  connaissant  l'angle 
A.  les  poinis  A.  D,  F.  Supposons  le  problème  ré- 
sidu. Snil  j{C  mis  en  place  on  a  : 

l!D  X  DC  =  AD  x  DF  =  K^, 
un  premier  lieu  de  B  esl  le  coté  AX  de  l'angk  el 
un  prenuer  lieu  de  C  est  AY,  un  2"  lieu  de  C  i-sl  la  figure  iuvcrsi'  de  Ail  le 
centre  d'inversion  étant  D  el  le  module  —  K"^  construction  :  on  a  HK  \  DC 
^  DA  X  DF.  .le  mène  DF  perpendiculaire  à  .\X.  .le  trace  la  circonférence 
passant  par  A,  E,  F,  elle  coupe  DF  en  E'  et  l'on  a  :  DM  x  Di:  =  DA  DF 
—■  BE  X  DE',  la  circonférence  inverse  esl  ilono  la  circonférence  décrite  sui- 
Di:'  coinme  diamètre,  elle  Cduiie  AV  en  deux  points  C  et  C  (pii  répondent 
à  la  question.  Raymond  de  Saint-Roman. 

2"  Dans  un  triangle  ABC  on  donne  B  =  3o,  le  rapport  -  —  m  el  la  dis- 
tance ,;•  entre  les  pieds  des  liissedrices  inlérieure  el  extérieure  de  l'antle  .V. 
calculer  C  et  consiruire  le  Iriaiicle.  l'oson-; 

MC  :-   3,       .M.N     ..,-,       Mit        ,/.       CN        >,       r.N  =-   v'. 
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Ou  a 


?  = 


AM'  =  hc  —  ;i^,        AN"  =  ;;■//' 

ah  ac  ,,,  aU^ 

y  =  rr-r 


Il  =  T — :.• 


En  outre,  les  deux  hisseclrices  A.M  et  AX  sont  rectaujiulaires,  on  a  : 


a-h(. 


S 


I         1  !ia-b''c'- 


y  [h  —  cy-      li  +  (■)-  \      [b-  —  c'y-' 


•jabc      ,  ,  , 

■<:  =  rr, i  (on  .suiinosc  //- 

h-  —  c-  '  ' 


Fis.  :î       i»'--iy^ 


.Mais    on    a   -  =  iii,    on    a    donc   .'• 

c 


,  d'on  a  = 


On  a  :  6-  =  a-  -)-  c-  —  -.uir  cos  ?>o,  L-  =  o- 


or,  A-  =.  m-c-,  donc  ?a-c-  = 


■■ —    -4-  c- —  .  Lctlc  cMiua- 

•lyn  ^Dii 

tion  est  divisible  par  ni- —  i,  il  revient  :  4"'"'"  —  'iin.cc  —  {m- — !).',•-  =  o. 
Rêalilc.  m-x-  -\-  '\{in-  —  i)x-'-  >■  o      .V'>t-  —  4  5>  o 

/.  •>  . 

m-  ^4        '"  >  — - 

-'  \'r> 


»),2  +   \nr^  J^   '^^  ^y 


Raymond  de  Saint-Roman. 


TROISIÈME  PARTIE 


J.A  (.EOMETRIE  J3U  COMPAS 

Par  M.  Duhouis  (saille  rt  /in,  voir  le  numéro  de  déceniiire). 


■jc  Cas.  —  I.a  droite  est  déterminée  i)ar  le  centre  O  du  cercle  ^0),  et  un 
point  A  {fig.  3).  Menons  la  tangente  AB  au  cercle.  Pour  cela,  nous  aurons  à 
prendre  le  milieu  de  A0  et  nous  serons  amenés  à  construire  un  point  C 
équidistant  de  A  et  de  0. 

Tracions  le  cercle  de  centre  C  passant  par  A,  et  soit  1)  le  ^'oint  diamé- 
tralement opposé  à  A  obtenu  par  finsci'iption  de  l'hexagone  régulier.  Déter- 
minons sur  ce  cercle  la  corde  AE  égale  à  AB.  Le  cercle  décrit  du  point  1) 
comme  centre  et  passant  par  E  cou])e  le  cercle  donné  aux  points  cherchés 
P  et  Q. 

En  effet,  la  puissance  d\i  point  A  jiai'  rapport  aii  cercle  de  centi'c   D  est 

2 

AE  ,   car   AE   étant  perpendiculaire   au   rayon  DE  est  tangent  à  ce  cercle. 

Or,  AE'  est  égal  à  AB".  Donc  le  point  A  a  même  puissance  par  rapport  aux 
deux  cercles  et,  par  suite,  il  est  sur  leur  axe  radical,  ce  qui  démontre  la 
proposition. 

DEUXIÈME  PARTIE 

Problème  I.  —  Soient  A,  B,  C  trois  points  tels  que  la  distance  AC  puisse 
être  prise  au  compas,  AB  ne  le  pouvant  pas.  Mener  BD  équipollent  à  CA. 
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Oii   intercale  entre  AC  et  le  point  15  une  suite  île   parallélogra mines  suc- 
cessifs de  côtés  suffisamment  jjetils. 

Problème  If.  —  Trouver  le  niilii'u  de 
AB. 

Ou  rciiiiihicc  Ali  par  uu  scl'iiumiI  (Jl) 
plus  petit  et  délenniué  comme  dans  le 
problème  précédent.  CD  a  même  milieu 
que  Ali.  On  continue  ainsi  jusiju'ii  ce 
qu'on  ait  un  se{;menl  suffisammeni  petit. 

Prubli^me  III.  —  Rendre  possibles  les 
constructions  de  la  i'""  partie. 

On  piend  un  centre  dbomotliétie  S. 
On  réduit  la   figure   formée  pai-  les  d(jn- 

nées    dans   le   rapport  —  ,  n  étant  assez 

.L'rand  pour  que  le  proldème  puisse  sr 
traiter  sur  la  nouvelle  figure  avec  le  cdinijas  diiuiié.  On  y  arrive  i)ar  le 
problème,  H.  La  (•(insdui'Umi  (•liiiil  laite  sur  la  secctnde  ligure,  on  l'am- 
plifie   par   homollielie    dans    le    rappoi'l    --.    au    nu)yen   du    centre  S  et  le 

problème  est  aclievé. 

He.m.\uoik.  —  Quand  le  comp;is  est  suffisamment  grand,  on  voit,  en  repre 
nant  les  raisonnements  de  la  première  ])artie,  (|ue  l'on  peut  toujours  arriver 
droit  au  but  sans  hésitation. 

Mais  si  le  compas  n'est  pas  assez  iriaud  on  rencontre  une  difficulté,  l'our 
résoudre  les  prol)lèmes  auxiliaires,  il  l'aul  faire  des  tâtonnements.  Cet 
in<"onvénienl  nesl  pas  grand  quand  on  peut  embrasser  d'un  coup  d'ieil 
toute  la  figure,  car  alors  les  simples  notions  de  direction  et  de  dislance 
pernielleut  île  diriger  convenablement  les  oitéralions.  Urriouis. 


Ul'ESTION  672 

Soliilioii,  par  .M.  N'.  (Ikisthscc,  Ingi-nieur  à  liuearest 


On  donne  les  relations  : 
(tg  .'•  +  Ig  îj)  tg  (./;  +  y)  =  (tg  y  +  tg  :)  tg  (y  +  c)  -  (  tg  -  +  Ig  .n  tg  (-  +  ■'•), 
on  demande  d'isoler  les  inconnues,  c'est-à-dire  tirei'  des  relalious  en  ques- 
tion les  suivantes  :  /'(.f)  =  f(y)  —  f{z).  (i.  L.  . 

Les  relations  proposées  peuvent  être  écrites  : 

^tg  ■■'J-J^JÙt  ^  (t^.V  +  tK^-y-  ^  (tg  ^  -t-  tg  .c)^ 

I  —  tg  ...•  Ig  //  1  —  tg  y  tg  --         I  —  tg  c  tg  .1-  • 

Si  Idii  retranche,  d'apiès  une  propriété  connue,  le  deuxième   rapport    du 

premier,    le    troisième   du    deuxième    et    le    premier   du  ti'oisième,  terme  à 

terme,  on  obtient,  si  l'on  supprime  les  facteurs  couununs  aux  nunu'rateurs 

et  aux  dénominotcurs  : 

tg./-  -i-  u  tgy -I-  tg  0  _  tg  y  T  -J  If;  -    f  IK  .'•  ^   In  --    •    i  1?  •'■  +  Ig.V 

»g  y  tg  -  Ig  -f 

Si  l'on  fait  In  somme  de?  numérateurs  ni  ile<  dénninlnatcurs.   nn    IrnuNc 


G8  JOURNAL    DE    MATHrh? ATIQUES    ÉLÉMENTAIRES 

que  ces  rapports  soul  é,u;aux  à  4.  On  eu  conelul  ([iie  l'on  a  les  é([uaUonP  : 
Ig  2/  +  tg  '•  =  2  tg  .v, 
ig  3  +  Ig  jt-  =  2  tg  >j, 

ig  X  +  \g  y  =  1  tg  .r. 

Ces  trois  équations  I'(u-nient  un  système  indélerniiné,   car  si  l'on  ajoute 
deux  d'entre  ees  équations,  on  obtient  la  troisième.  Elles  donnent 
tg  .'■  =  \g  1/  =  tg  c,       ou      .'•  =;  Ji-  -f  1/  =  k'T.  -f-  J. 
ce  ([iii  l'ésoiit  la  question.  V.  Cristecu. 

QUESTION  tîUO 

^oltition  par  M.  H.  Diii.i.Ac 


1.  —  Pour  qu'une  droite  L  soit  l'd.i-r  de  .si)ii  il  il  ude  {011,  droite  donhlc^  d'un 
sy^iténie  de  deux  polyèdrea  semblables  P,P'.  il  faut  et  il  suffit  que  toutes 
les  arêtes  homolof/ues  soient  rerues,  à  partir  de  h,  sous  des  anyles  dièdres 
égaux  chacun  à  chacun  el  ranges  dans  le  même  ot-dre. 

Si  on  îw.  considère  2)as  tous  les  points  de  l'espace  comme  rattachés  ù  P 
et  P',  il  peut  y  at'oir  e.rceptio n . 

LA  CO.XDITIO.N  EST  NÉCESSAIRE 

On  suppose  la  droite  L  axe  de  similitude;  donc,  par  une  nolalioii  :iiil(iur 
de  l,  ou  )i(Md  amener  I''  à  être  homotliétiquc  de  P  par  rap])orl  à  un  rnlain 
])oint  de  E.  Alors  les  arêtes  homologues  sont  vues,  à  partir  de  L,  sons  des 
angles  dièdres  identiques,  si  l'homothétie  est  directe,  ou  opposés  par  l'arête 
si  elle  est  inverse.  Donc  avant  la  notation  ces  arêtes  étaient  vues  sous  des 
angles  égaux  et  rangés  dans  le  même  ordre. 

Remarque.  —  Dans  le  cas  de  la  similitude  inverse  il  y  a  suivant  L  deux 
rayons  homologues,  l'un  de  P  et  l'autre  de  P',  dirigés  en  sens  contraires. 
Pour  juger  de  l'ordre  des  éléments  dans  chaque  ligure,  il  faudrait  deux 
observateurs  placés  de  la  même  manière  par  rapport  à  ces  figures,  c'est-à- 
dire  en  sens  contraires  le  long  de  L.  Par  suite,  ils  verraient  les  dièdres 
égaux  des  deux  figures  rangés  dans  un  ordi;e  inverse.  Mais  l'énoncé  n'ad- 
met qu'un  ol)servateur. 

LA  CO.XDITION  EST  SUFFISAINTE 
On  s'appuiera  sur  le  lemme  suivant,  facile  à  démontrer  : 
Par  une  droite  donnée  L  et  tous  les  sommets  A,  B,  C  d'un  polyèdreP  ou 
fait  passer  des  plans  \  par  un  point  a  pris  dans  le  'plo^n  (L,  Aj  on  mène 
ah  parallèle  à  AB  et  limitée  au  plan  (L,  B; )  on  mène  de  même  ne  paral- 
lèle à  AC  et  limilé  au  plan  (h,  C.)  etc.  \  dêniontre)'  que  les  points  a,  b,  c, 
forment  un  nouveau  polyèdre  p  homothétiquc  à  P  paj'  rajrport  ù  un  point 
de  L. 

L'homothétie  j)eut  être  directe  ou  inverse. 

Cela  admis,  je  fais  tourner  le  jiolyèdre  P'  autour  de  L  de  manière  que  le 
feuillet  (SA')  vienne  se  placer  sur  le  feuillet  (S,A)  ;  d'après  l'hypothèse  le 
feuillet  (L,B')  se  placera  sur  (L,B),  le  feuillet  (L,(;')  sur  (L,C),  etc.  Soit/>  cette 
nouvelle  position  de  P'.  Par  un  sommet  A  du  polyèdre  P,  non  situé  sur  L, 
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jo  iiii'iio  (lt'>  (li'uites  |)iinilli'lc>  aux  aivles  Ail',  A  Ci' de  la  l'iifiiir  j).  cl  je  les 
arr(>te  aux  plans  (L,B),  (L,C}  ...  D'après  le  leniuie  je  forme  ainsi  nne  nou- 
vollo  figure  P"  homolluHiquo  à  1)  par  rapport  à  un  point  de  L,  et  le  rap])ort 
d'iioniotétie  est  égal  au  rapport  dniiiK'  .">,  Ddiic  ce  polyèdre  P"  est  senililabic 

à    !'■    cl    pai-   siiilc   à  I'.  cl  le  lappori  de  >iiiiililude  est  '-  =  -f-  i-  tes  deu.v 

|)()lyèdres  1'",  P  sont  donc  directement  égaux.  Je  dis  de  i)lus  qu'ils  co'inci- 
dent.  Dans  le  ])olyèdre  P  je  considère  avec  AB  d'autres  droites  égales  par- 
tant aussi  de  .\  et  limitées  au  plan  iL,R).  Cela  est  possible  puisqu'on  sup- 
pose tous  les  points  de  l'espace  rattachés  à  la  figure  P.  Ces  droites  forment 
un  cône  droit  ayant  pour  sommet  A  et  pour  hauteur  la  droite  Al  perpen- 
diculaire au  pian  (L,Bj.  Ces  droites  ont  pour  homologues  dans  P'  puis  dans 
11,  puis  dans  P"  des  droites  aussi  tontes  égales  entre  elles.  Comme  par  liypo- 
llièse  ces  droites  nouvelles  sont  Aues,  à  partir  île  L,  sous  des  angles  dièiires 
égaux  à  ceux  de  leiirs  homologues  dans  P,  elles  sont  vues  toutes  sons  un 
angle  égal  à  ALB  eu  grandeur  et  eu  sens  ;  donc  elles  sont  aussi  limitées  au 
plan  (L.R)  ;  elles  forment  donc  aussi  un  cône  droit  ayant  pour  hauteur  AI. 
Les  deux  coues  de  P  et  de  P'  étant  égaux,  co'incident,  mais  cela  ne  suffit 
pas  pour  démontrer  la  coïncidence  de  P  et  P".  Cela  prouve  que  la  droite  AI 
perpendiculaire  au  ])lan(L,B)  représente  deux  droites  homologues  co'inciden  tes 
des  figures  P.  I'  .  On  \  erra  île  même  que  la  perpendiculaire  AH,  abaissée  du 
point  A  sur  un  autre  plan  L,C)  passant  par  L,  représente  aussi  denx  droites 
homologues  co'incidentes  des  figures  P.P".  Donc  le  triangle  AIII  représente 
deux  faces  homologues  coïncidentes  des  denx  figures  P,  P'.  Puisque  déjà 
ces  figures  sont  directement  égales,  elles  coïncident. 

Donc  enfin  le  polyèdre  p  est  homothétif[ue  tle  P  par  rapport  à  un  point 
de  li  ;  par  suite  P'  tournant  autour  de  L  est  devenu  homotbétique  à  P  par 
rapport  h  un  point  de  L  ;  cela  prouve  (jne  1-  est  l'axe  de  similitude  des  deux 
figures  P,  P'.  c.  q.  f.  d. 

ExcEPTio.N.  —  Cette  démonstration  suppose  que  à  partir  de  A  on  peut  me- 
ner plus  d'une  perpendiculairt»  sur  les  plans  passant  par  L, 

Si  on  ne  considérait  pas  tous  les  points  de  l'espace  comme  rattachés  à  P, 
il  pourrait  se  fairiï  (lu'il  n'y  i  ùl  (|u'une  iierpendiculaire  partant  de  A,  et 
alors  le  théorème  serai!  en  (N'i'anl.  Cesl  ce  qui  arrive  si  la  figure  P  se  ré- 
duit à  une  pyramide  dont  la  b.ise  passe  par  L.  Ivn  effet,  prenons  deux  py- 
i-amides  semblables  dont  les  bases  sont  situées  d'une  manière  ([uelconque 
dans  le  nn'Mue  plan,  'l'ont  plan  passant  par  les  deux  sonnuets  coupe  le  plan 
de  la  hase  suivant  une  droite  L.  doii  l'on  voit  les  arêtes  des  pyramides  sous 
des  angles  égaux,  et  cependant  ce  n'est  pas  un  axe  de  similitude. 

Il  y  aurait  encore  exce]ition  dans  lé  cas  de  deux  polygones  semidahles 
plans.  F/intersectif>n  des  deux  plans  jouit  de  la  jiropriété  éiunu'ée  sans  être 
axe  de  similitude,  ('"esl  (jne  dans  ci-  cas  la  figure  P"  n'exisie  jias. 

II.  —  l'dui-  qn'uM  point  soit  le  centre  de  simililiule  (ou  pniul  double  du 
sysième  de  deux  p(dyèilres  semblables  P.  P'  il  faul  e(  il  suffil  ipie,  de 
ce  point  on  voit  les  anMes  bnmologues  siiu<  des  angles  i-gaux  cbacun  îi 
cliacun. 
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LA  CONDITION  KSÏ  NKCESSAIllK 

Si  le  point  n  est  centre  de  siiuililuile,  en  l'aisiint  lournei'  P'  d'un  angle 
convenable  autour  d'un  axe  xiassant  par  t,  on  peut  rendre  ce  polyèdre  lio- 
niothélique  de  P  soil  directement  soit  inverseiuenl.  Dans  les  deux  cas  on 
voit  alors  les  arêtes  homologues  sous  des  angles  égaux  :  donc  il  eu  était  de 
même  avant  la  notation. 

Cette  première  partie  prouve  qu'il  exislç  loujours  nu  ])oiiil  renijilissant 
les  conditions  île  l'énoncé. 

LA  CONDITION  EST  SUFl'ISANTK 

Les  droites  parlant  de  c?  et  allant  aux  sommels  de  P,  P'  formeul  deux 
angles  polyèdres  que  l'on  peut  décomposer  eu  trièdres.  qui  auront  leurs  faces 
égales  chacune  à  chacune  d'après  l'hypothèse.  Dans  les  couples  de  trièdres 
les  éléments  sont  toujours  rangés  dans  le  même  ordre  o\\  toujours  dans 
l'ordre  inverse.  On  ne  pourrait  pas  avoir  le  même  ordre  dans  un  couple 
cl  l'ordre  inverse  dans  un  autre.  Supposons  par  exemple  deux  couples  ayant 
une  face  commune  fffABC,  (jABC)  et  ((tABD,  ctA'B'D'  ,  les  deux  premiers 
ayant  le  même  ordre  et  les  deux  autres  l'ordre  inverse.  Je  fais  coïncider 
ffA'B'C  avec  tABG  ;  alors  les  arrêtés  tD',  nY)  derieunent  symétriques  par 
rapport  à  la  face  commune  :  donc  les  arêtes  CD,  CD'  ne  peuvent  pas  être 
vues  du  point  n  sous  des  angles  égaux,  ce  qui  est  contre  l'hypothèse. 

Les  angles  trièdres  et  par  suite  les  angles  polyèdres  de  P  et  de  P'  sont 
directement  ou  inversement  égaux.  On  peut  donc  amener  l'angle  polyèdre 
de  P'  à  coïncider  avec  celui  fie  P  dans  le  premier  cas,  ou  avec  l'angle 
opposé  par  le  sommet  dans  le  second  en  lui  faisant  exécuter  nue  rotation 
convenable  autour  d'un  axe  passant  par  le  sommet  comnuiu  i,  .Te  désigne 
)iar  p  cette  nouvelle  position  P'  :  elle  est  semblable  à  P  et  le  rapport  de 
similitude  est  p.  Par  le  sommet  A,  homologue  du  sommet  A',  je  mène  des 
droites  AB".  AC"  respectivement  parallèles  aux  arêtes  A'B',  A'C  de  p,  et  je 
les  limite  aux  rayons  (jB,  arC  Je  détermine  ainsi  des  sommels  d'un  nouveau 
polyèdre  P "  qui  est  évidemment  semblable  h.  p,  et  le  rapport  de  similitude 
est  0.  Donc  les  deux  polyèdres  P,  P"  sont  semblables  entre  eux  et  leur  rap- 
port d'homothétie  est  ^  =  +  i  ;  doue   ces  deux  figures   sont   directement 

P 
égales;  je  vais  démontrer  de  plus  qu'elles  coïncident. 

Ku  même  temps  que  la  droite  AB  je  considère  dans  P  la  droite  AB,  égale 
à  AB  et  limitée  aussi  au  rayon  uB.  Cela  est  possible  puisque  tous  les  points 
de  l'espace  sont  rattachés  à  P.  Dans  la  figure  P"  les  droites  homologues  AB", 
Al!"  sont  égales  entre  elles,  et  les  triangles  homologues  ABB,,  AB'B'i  sont 
égaux.  De  plus,  la  droite  AB"  doit  être  vue  du  point  a  sous  un  angle  égal 
à  AsB,  en  grandeur  et  en  sens  ;  donc  l'exlremité  B"j  se  trouve  sur  jB.  Les 
deux  triangles  isoscèles  égaux  ABBj,  AB  B,  ayant  même  sommet  et  leurs 
bases  sur  une  même  droite  doivent  coïncider;  mais  on  ne  sait  pas  si  AB" 
tombe  sur  AB  ou  AB|.  Ce  qu'il  y  a  de  certain  c'est  (|ue  les  hauteurs  des 
deux  triangles  sont  des  droites  homologues  coïncidentes  suivant  AL  On 
verrait  de  même  qu'une  antre  droite  Ail  perpendiculaire  sur  un  autre  rayon 
-V,  re|)réseute  doux  droites  homologues  de  P  et  P".  Ces  deux  figures   direc- 
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lenUMil  ('giilcs  (tiil  iliiiic  (li'u\  Iriniiiilcs  lioiiKilofiiics  cuïncidotils  ;  iloiic  elle? 
coïncident. 

On  voit  donc  (pie  p  est  honiulliéli([ne  à  l'  par  rapport  au  point  z:  par 
suite  P'  peut  être  rendue  lioniolliêtique  à  1'  par  rapport  an  point  a  par  une 
rotation  autour  d'un  axe  passant  par  ce  point.  Donc  ce  point  t  est  bien  le 
point  double,  ou  centre  de  similitude  des  deux  polyèdres  P,  P'. 

Exf.Ei'Tio.N.  —  Il  peu!  y  avoir  exception  lorsque  du  point  A  on  ne  peut 
abaisser  qu'uni'  seule  iierj)endicnlaire  sur  les  rayons  parlant  du  jjoint  s. 
(l'est  ce  ([ui  arrive  lorscpie  les  deux  l'ifiiii'cs  se  nVluisenl  à  deux  li-ianules 
seuiljlables  dont  les  bases  passent  par  le  jtoint  t. 

III.  —  On  donne  deu.r  dro'Uex  b,  1/  xi  tuées  d'une  manière  (juelcojif/itr 
dans  l'espace,  deii.''  points  A,  A'  xIihc's  ski-  ces  droites  et  un  rapport  p  ; 
mener  un  phi  n   P  piieiiUéle  à   un  plan,  donné  ()  (pti  coupe  les  den.e  droites 

en  deu.e  points  .M,  M'  tels  que  l'on  ait  '    '      =  p. 

Si  ou  fait  déplacer  le  point  M  sur  L,  le  point  M'  se  di'place  sur  L'  dans 
un  sens  que  l'on  suppose  connu,  et  Iracc  une  division  semblable  à  celle  de 
M;  il  s'ajîil  de  faire  passer  le  plan  cben-bé  par  deux  points  homologues  de 
ce  système. 

Sur  les  droih's  b,  L'  je  mettrai  dos  flèches  dans  les  sens  ou  les  divisions 
semblables  vont  en  croissant,  si  p  est  positif.  Si  o  estnégatif  il  faut  chanfr<'r 
le  sens  dune  des  deux  flèches,  .rajjpelle  angle  des  droites  l'angle  formé  par 
deux  demi-droites  iiartani  d'un  même  point  0  et  étant  parallèles  à  L.L'  et 
dans  les  sens  des  flèches.  .l'appelle  bissecteur  des  droites  le  plan  perpendi- 
cubiire  au  plan  de  cet  angle  0  et  contenant  la  bissectrice  de  l'angle. 

L'axe  de  simililuib?  du  syslènn;  fornn'"  par  les  deux  divisions  semblables 
doit  être  tel  (|ue  ))ar  une  rolation  convenaltle  de  L'  autour  de  cet  axe,  celle 
droite  1/  deviciuKï  ])arallèle  à  L.  les  flèches  ayant  le  même  sen<.  Il  faut 
donc  (|ue  ce!  axe  fasse  des  angles  égaux  avec  les  flèches  des  droites,  et 
par  suite  qu'il  soit  i)arallèle  à  leur  bissecleiir. 

i»  .le  suppose  (jne  le  plan  donné  O  soit  iierpendicnlaire  au  bissecleur  de.? 
droites.  Soit  V  la  projection  de  1/  sur  le  plan  jjassant  par  L  et  parallèle  à 
L',  et  OZ  la  bissectrice  de  l'angle  /'OL  ;  c'est  la  trace  du  plan  bissecleur  des 
droites.  Du  point  O  j'abaisse  sur  le  plan  o  nin^  perpendiculaire  <U-;  elle  est 
contenue  dans  le  j)lan  bissecleur,  el  par  suite  fait  des  angles  égaux  avec  les 
droites  données  I..  1/.  du  pml  ^Vme  prendre  0,r  pour  axe  de  similitude  du 
sysiènic  fdrinr  par  les  de\ix  divisions  semblables  et  la  droile  doiible  O.e. 
Soit  P  le  |il,'iii  eliercbé,  parallèle  à  O,  coupant  les  droites  aux  points  bonu)- 
logues  M,  .M  .  Connue  ce  plan  est  perpendiculaire  à  l'axe  de  siinililude  et 
(|n'il  conlieni  les  deux  points  bonudogin-s  .M,  .M'  c'est  le])laii  double  du  sys- 
tème. De  b'i  celle  couslruction. 

.le  tire  la  corde  .\A',  je  la  divise  air  point  a  dans  le  rapport  doum-  p  el 
par  ce  point  y  je  nièui"  un  plan  paraflèle  an  plan  donm' O  :  c'est  le  |.lan 
cherchi'. 

•>."  I-e  plan  doniu'  O  n'est  pas  |)er|tendiculaire  au  |ilan  bissecleur. 

.b>  remaninc  cpie  les  ilroites  L.  !,'  et  les  cordes  AV.  Hll'.  CC  (|ui  joignent 
Icnr^    points    tionioto;:ue~    dérinis-eiil    iinr    jiaialioioïdr   li\  perlioliqm'.    Pour 
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(iél'iiiir  ce  paraboloïtle  je  ijuis  cuuservei'  L  et  remplacer  IJ  par  une  autre 
génératrice  L  ;  je  choisis  celle-ci  de  manière  que  le  nouveau  plan  bissecteur 
de  l'angle  formé  par  L  et  L"  soit  perpendiculaire  à  Q,  et  je  retombe  sur  le 
premier  cas. 

lY.  —  On  donne  dans  l'espace  deu.v  angles  èffaii.v  xXy,  x'A'y'  et  une 
droite  1  dans  le  i^lan  du  premier  :  mener  un  plan,  parallèle  à  \,  qui  en 
coupant  les  plans  des  deuo-  angles  détermine  deux  triangles  semblables 
ayant  unrapportde  similitude  égal  aie  nombre  donné  p. 

Dans  l'angle  .v\y  je  forme  un  triangle  ARC  dont  la  base  BC  soil  paralléJe 
à  /,  et  dans  l'angle  -r'Xy'  je  forme  un  triangle  semblable  eu  prenant 
A'ir  =  p  .  Ali  et  AT/  =  p  .  AC.  J'ai  ainsi  défini  complètemenl  un  système 
de  deux  figures  semblables.  Cependant  il  y  aurait  ambiguïté  si  le  triangle 
ABC  était  isoscèle  a^  ec  BC  pour  base.  Le  plan  clierclié  coupant  les  plans 
donnés  suivant  MX  parallèle  à  BC  et  M'N'  parallèle  à  B'C,  doit  être  paral- 
lèle au  plan  de  ces  deux  droites.  La  question  est  ilouc  ramenée  à  construire 
un  plan  parallèle  à  un  plan  donné,  et  coupant  les  deux  droites  homologues 
ABj:,  A'B'x'  eu  deux  points  homologues  :  c'est  le  problème  précédent. 


QUESTION  70G     ' 


Par  le  somuu'l  A  d'un  angle  donné  BAC,  on  mène  une  droite  quelconque 
5  et  l'on  consli'uit  les  paraboles  Pj,  V.y  tangentes,  l'une  aux  droites  AB,  5. 
l'autre,  aux  droites  .\C,  3  et  qui  admettent  toutes  deux  un  point  donné  !•' 
pour  foyer.  Si  ^^i,  p.^  sont  les  points  oîi  ces  paraboles  touchent  leur  lan- 
genlo  commune  3.  on  demande  de  démontrer  que  l'angle ^^iFjJo  est  constant. 

Vve  F.  Prime. 
Solution,  par  M.  A.  Droz-Farny 

Si  d'un  point  A  ([uelconque  on  mène  deux  tangentes  AB  et  AC  à  une  pa- 
rnbole  de  foyer  F,  on  sait  que  l'angle  FBA  =^  FAC  ;  conséquence  évidente 
du  théorème  bien  connu  que  la  circonférence  circonscrite  à  un  triangle  cir- 
conscrit à  une  paraljole  passe  i)ar  le  foyer  de  celle  dernière.  On  aui'a  donc  : 

angle  Yp^  —  FAC 

angle  FpiA  =  FAB  ,       ■• 

,, — ?- ^ — I „-., ,  pour  soustraction. 

\'Pih.  —  FjJiA  =  BA(-  1 

<  P\Vp-2  =  BAC,  c.  (j.  F.  I). 

A.  D.  F. 

Ont  résolu  les  mêmes  questions  :  M.M.  Krnest   l'oucart,    Francis   Daiizats, 

L'huillier.  Sollerskinskv, 


Le  l)irecleur-iiéraiit, 

Georges  iMARIAUD. 
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PREMIERE  PARTIE 

Questions  proposées  aux  C'aiidMlafs 

I.  -  A  I/ÉCOLE  SPÉCIALE  MILITAI lŒ  S^-CYR 


I  r>r>.  —  Aux  exlrémilés  du  diainèlre  AG  d'un  cercle  U,  on 
iiu'iie  les  tangeiiles  AB  et  CD,  et  des 
poirjls  B  et  D,  les  antres  lai)gentes  BK 
et  IJF"  qui  se  coupent  en  M  ;  on  lire  enfin 
les  droites  DE  et  BF  qui  se  rencontrent 
en  N. 

Démontrer  que  les  droites  BD,  FE  et 
AC  se  coupent  en  un  même  point  1  cl 
que  MX  est  la  polaire  de  ce  point. 

Déterminer   le  lieu   des  poinis  .M  et  X 
lorsque  : 
AB 


CD 


ouABxCD,ouAB±CDson!conslaiils. 


H.  Lecocq,  ancien  professeur  de  l'Université. 
I  ^6.  —  On  donne  une  circonférence  et  on  demande  de  trou- 
ver une  corde  AB  telle  qu'en  abaissant  la   per- 
^     pendiculaire  AC  on  ait  en  menant  01  perpendi- 


culaire à  CB  on  ait 

surf  ABC 


Fig.  -y.  surf  CUl  ■ 

Edouard  Drouet. 
157.  Impure.  Pyramide  et  eyliiidre.  —  La  pyramide 
SABCD  a  sa  base  ABCD  dans  le  plan  de  projection. 
A  =  go°,  AB  =  90  millimètres,       AD  =  CD  =  100  millimètres 

BC  rr=  ii5  millimèlres  —  ABCD 
est  un  quadrilatère   convexe.   Hauteur  de  la  pyramide  :  52  milli- 
mètres.   Plus    courte  distance  de   SI)   et   AB  :    70    millimètres 
SD  —  95  millimètres.  S  se  projette  intérieurement  à  ABCD. 

Le  cylindre  de  révolution  a  [»our  axe  CS  et  pour  ravon  5  centi- 
mètres. 


lire  à  la  (pialrièiiie  pa^e  «le  la  eouv<M-hire  les 
eoiidilioiis  rcMalives  à  la  eoiTeellon  et  à  Taboii- 
iKMiieiil  «les  eopies. 
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1''  Représenter  la  partie  de  la  pyramide  extérieure  au  cylindre. 

2°  Déterminer  les  points  les  plus  bas  des  sections  faites  par  les 
laces  SAB  et  S  AD. 

Note.  —  On  pourra  prendre  la  trace  horizontale  du  cylindre 
pour  directrice  du  cylindre  à  la  condition  de  l'avoir  déterminée 
exactement.. 

lo8.  Calcul.  —  On  donne  les  ?>  côtés  d'un  triangle  : 
rt  =  25  648'"       6  =  32  Qo;""       c  =  29  763'". 

Calculer  les  3  angles,  la  hauteur  CH  et  la  surface  du  triangle. 

159.  Questions  d'oral.  —  Conditions  de  divisibilité  d'un 
polygone  entier  f{x)  par  (,v;  —  a)-  et  (r  —  a)". 

Barbarin, 

professeur  au  Lycée  de  Bordeaux. 

160.  —  On  trace  un  cercle  de  rayon  R.  Deux  cercles  de  rayon 
R'  et  R"  tels  que  R  =  R '  +  R"  sont  tangents  intérieurement  en 
A  et  en  B  au  cercle  de  rayon  R.  Ces  deux  cercles  se  coupent  en  E. 
Démontrer  que  l'arc  .\B  sur  la  grande  circonférence  égale  la 
somme  des  arcs  AE  +  EC. 

IL  —  A  L'INSTITUT  NATIONAL  AGRONOMIQUE 

161.  i^Iatliéuiatîques.  —  Une  suite  de  sphères  homo- 
gènes CC  C en  nombre  illimité  et  tangentes  extérieurement 

sont  inscrites  dans  un  même  cône  de  révolution  dont  l'ouverture 
est  20).  La  distance  a  du  sommet  S  du  cône  au  centre  C  de  la 
sphère  la  plus  éloignée  est  connue.  On  demande  :  1°  D'exprimer 
au  moyen  de  a  et  de  w  la  distance  x  du  sommet  du  cône  au  centre 
de  gravité  de  l'ensemble  des  sphères  ;  on  devra  trouver  en  parti- 
culier que  pour  w  =  3o°,  x=  j-^.    2°  Ce   que   devient  j:   pour 

j?  =  0  et  pour  10  =  0.  3°  Démontrer  que  quand  w  varie  de  0  à 
90°  X  va  toujours  en  augmentant. 

162.  —  Dans  un  solide  formé  de  deux  cônes  égau.x  appliqués 
l'un  contre  l'autre  par  leurs  bases  on  propose  d'inscrire  le 
cylindre  dont  la  surface  totale  soit  maximum. 

163.  —  Calculer  par  logarithmes  : 

,x  —  \J^R'  (R'  +  H"  -h  v/iVR^) 
pour  R  —  3"^,  R'  =  o'",oi2,  R"  =  9'", 99. 
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161.  Physique  et  eliiiiiie.  —  Dans  un  appareil  de  Moriii 
le  cylindre  a  trois  mètres  de  haut,  il  fait  exactement  un  tour  en 
une  seconde.  Sur  sa  surface  sont  tracées  loo  génératrices  équi- 
distantes.  Combien  le  poids  en  rencontrera-t-il  en  tombant  dans 
sa  chute?  —  Construction  d'un  thermomètre,  déplacement  des 
points  0  et  loo.  —  Enoncer  les  systèmes  cristallins  et  donner 
des  exemples  à  chaque  cas. 

III.  —  AU  BACCALAURÉAT 
LETTRES  MATHÉMATIQUES 


165.  Mathématiques. —  (Obligatoire)  Trouver  par  les 
progressions  la  somme  des  nombres  renfermés  dans  la  table  de 
multiplication  si  on  la  prolonge  jusqu'à  loo  fois  loo. 

166.  —  (Ali  choix)  Propriété  de  la  tangente  à  l'hélice. 
Démontrer  la  relation  entre  le  carré  d'une  corde  (d'une  para- 
bole) perpendiculaire  à  l'axe  et  sa  dislance  au  sommet. 

Mener  à  une  ellipse  une  normale  parallèle  à  une  direction 
donnée. 

167.  Physique.  —  (Obligatoire)  8  litres  d'hydrogène  à  une 
pression  correspondant  à  ji  centimètres  de  mercure  sont  mélan- 
gés avec  3  litres  d'oxygène,  à  une  pression  correspondant  à  76 
centimètres  de  mercure,  les  deux  gaz  étant  à  une  température  de 
i/i°.  Le  volume  total  est  réduit  à  10  litres.  A  quelle  température 
faut-il  porter  le  mélange  pour  que  la  pression  devienne  la  pression 

initiale  de  l'o.xygène.  Coefficient  de  dilatation  des  gaz  :  -— ^. 

168.  —  (Alt  c/ioico)  Pholométrie,  photomètres  de  Bouguer, 
de  Bunsen,  de  Foucault,  de  Runford,  de  Wheatstone. 

Lois  de  la  réfraction;  démonstration  expérimentale. 

Etablir  la  fornjule  des  miroirs  convexes  (convention  de  signes). 

IV.    —  BACCALAURÉAT 
DE    L'ENSEIGNEMENT    MODERNE 


I  6i).  \ianiéiiiali<|iies.  —  (Obligatoire)  Los  trois  angles 
d'un  triangle  fornuMit  une  progression  géométriciue  dont  la 
raison  est  1/4.  Quels  sont  ces  angles  ? 

169  •»•».  —  (Au  choix)   Calculer  sin  ^.a,  cos  2a,  Ig  -la,  limite 
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(le ^  quand  x  tend  vers  o.  Tranformer  en  produit   la   somme 

de  deux  cosinus. 

l'î'O.  Physique.  —  {Obligatoire)  Un  projectile  est  lancé 
de  bas  en  haut  avec  une  vitesse  de  3oo  mètres  par  seconde.  On 
demande  à  quelle  hauteur  il  s'élèvera,  a*  Au  bout  de  combien  de 
temps  reviendra-t-il  à  son  point  de  départ. 

170  •»**.  —  {Au  choix)  Loi  de  Mariette  ;  manomètre  ;  mélange 
des  gaz  et  des  vapeurs. 

V.  BACCALAURÉAT  (LETTRES.  —  SCIENCES) 

ITl.  —  Démontrer  que  les  trois  points  ABC  de  coordonnées 
A  {x  =1  y  =  2),  B  (o:  =  2  y  =  3"),  C  (.r  =  3  y  =  4)  sont 
en  ligne  droite. 

2°  Former  Téqualion  de  la  droite  qui  passe  par  les  points 
A  (j;  =  0     //  =  2),  B  {x  =3     ?/  =  o). 

lis. —  {Au  choir)  Lois  de  Kepler;   inégalité  des  saisons. 

Calendrier;  projection  de  Mercaior. 

17^^.  Physique.  —  Dans  un  récipient  contenant  de  l'air 
sec  à  la  pression  joô,  on  fait  le  vide  jusqu'à  la  pression  x.  On 
ouvre  le  robinet  et  on  fait  entrer  de  l'hydrogène  jusqu'à  ce  que 
le  mélange  ait  de  nouveru  la  pression  765.  On  fait  de  nouveau  le 
vide  et  on  fait  arriver  de  nouveau  de  l'hydrogène  jusqu'à  la 
pression  de  jSo  millimètres.  (Juclle  doit  être  la  valeur  de  x,  pour 
que  le  poids  de  l'hydrogène  soit  1/10  du  poids  de  l'air  avec  lequel 
il  est  mélangé. 

174.  —  {Ail  choix)  Bobine  de  Ruhnikorff;  éclairage  élec- 
trique; microphone. 

VL  —  AUX  ÉCOLES  D^VGRR^.ULTURE 

i7o.  —  Un  piéton  part  à  8  heures  du  matin,  il  fait  1  kilo- 
mètre en  9  minutes,  il  se  repose  3  minutes  après  chaque  kilo- 
mètre. A  quelle  heure  sera-t-il  rejoint  par  un  courrier  qui  part 
dans  le  même  sens  à  midi,  fait  9  kilomètres  à  l'heure  et  se  repose 
20  minutes  chaque  fois  qu'il  a  parcouru  20  kilomètres. 

Vazou. 

176.  —  Trois  bateaux  partent  du  môme  point  le  même  jour. 
On  demande  dans   combien  de  jours   ils  repartiront    ensemble 
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sachant  que  le  premier  part  de  ce  point  tous  les  cinq  jours,    le 
deuxième  tous  les  sept  jours  et  le  troisième  tous  les  onze  jours. 
I  77.  —  Calculer  x  donné  parla  formule  : 

y/378()  —  \/-A()o-ïi  -+-  ^7089  —  y/0,0007 


VII.  -  AUX  ECOLES  DE  COMMERCE 


178.  —  On  doit  aune  personne  i4  7'^o  francs,  à  la  fin  de  chaque 
année  on  lui  donne  aooo  francs.  Pour  combien  de  temps  sera-t- 
elle  entièrement  payée,  le  taux  d'inlérèt  élant  G  "/y. 

I  79.  Algèbre.  —  Résoudre  2.c  :=  3y  =  4- 


1         I         1 

•    -1-       H =  10. 

.V        //        :r 


I  SIK  —  CalculiM'  X  duiiné  [)ar  la  furmule 


/y/(o,oo23/  X  [v/739'-ii  —  v^2378  j'-» 


DEUXIEME  PARTIE 

HIHLIOGKMMIIK 


CoLiis  DE  fiÉOMKTHiE  \)r.^t:n\v\i\n,  p,(  r  Emus.  .Mauti.n  el  Félix  Pehxot,  à  la  Ufjraifie 
des  sciences  rjêncralcs,  âS,  rue  Monsieur  le  Prince,  '.)?,. 
f.i-  iiDUveau  cours  de  Géométrie  répond  à  un  besoin.  Le  in-ogrumnic  di- 
Sainl-Cyr  e.xi^eanl  l'emploi  fpre.?qne  exelusil)  de  la  Géométiie  cotée,  il  était 
nécessaire,  de  melire  entre  les  mains  des  candidats,  un  ouvrage  clair  pou- 
vant les  guider  dans  cette  voie.  Mieux  que  persoune,  MM.  Alartin  et  Pernol 
étaient  désignés  i)our  rédiger  un  cours  répondant  à  celle  nécessité.  Anciens 
élèves  de  llù-ole  l'oiylechniciue,  professeurs  tous  les  deux  dans  les  meil- 
leures écoles  préparatoires  de  Paris,  ils  ont  apporté  dans  ce  travail  la  mé- 
thode scienlilique  qui  caractérise  en  lYance  l'enseignenicnl  donné  dans  nos 
grandes  écoles,  et  l'expérience  du  professeur.  D'ailleurs,  l'emploi  simultané 
des  trois  méthodes  >  méthode  cotée  et  méthodes  de  Mongej  est  une  innovation 
qui  rend  de  réels  services  et  aux  mailn-s  et  aux  élèves.  .Nous  reconnnau- 
dons  cet  ouvrage  avec  plaisir  el  convie! ion  aux  candidats  ù  Saint  Cyr  et 
Navale.  Jusqu'à  présent,  pas  un  livre  réiiondant  ù  leurs  progranunes  li'a  été 
rédigé  avec  celte  chirlé  et  cette  hauteur  de  vue  qui  distingue  renseigne- 
ment de  MM,  .Miirtiii  il  Peruot.  (j     \| 
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SOLUTION  DE  LA  QUESTION  37 

On  donne  une  surface  conique  de  révolution  à  deux  nappes  dont  le  1/2 
angle  au  sommet  esb  de  (30".  On  la  coupe  par  deux 
plans  perpendiculaires  à  l'axe  et  dont  la  distance  est 
h  On  olitient  ainsi  un  tronc  de  cône.  Calculer  la  dis- 
tance M  du  sommet  à  la  base  la  plus  éloignée,  sachant 
que  le  volume  de  ce  tronc  est  dans  un  rapport  donné 
in  avec  celui  de  la  sphère  dont  le  diamètre  est  h.  Dis- 
cussion. 

11  faut  trouver  .r  tel  que 

V.  tronc 
V--— ,- — -^.-     =  m. 
\  ol.  sphère 

y  (ÂB'  +  CD2  —  AB.CD) 
ou  -, —  =  m. 


^'ous  avons 


CD  =  X  tg  jQO, 
AB  =  {h  —  .r)  v/3 
en  portant  dans  la  valeur  de  ih  on  a  : 

'Mh  —  xy^  +  3x^ 


4  T.hi 

3 


'ix{h  —  x) 


~  4A^ 

d'où  l'équation  : 

(i)  <jx-  —  ç)hx  -j-  A- (3  —  !\m)  ::=  G. 

Discussion  : 

1°)  pour  que  les  racines  soient  réelles,  il  faut  : 

36mA-  —  i8/i2  >  0,      ou      m  —  2  >  o  ; 

2")  produit  =  /î2(3  —  [^m)  dont  le  signe  est  celui  de  3  —  4'"  i 

3°)    somme  =  hç)  toujours  >  o. 

Nous  remarquons  que  les  racines  de  l'équation  V  sont  les  deux  distances 
OB  et  OD  car  si  x  est  racine  h  —  o;  est  aussi  racine. 

Comme  la  somme  est  au  >  o  la  plus  grande  racine  est  positive.  11  faut 
que  m  soit  >  2  pour  que  les  racines  soient  réelles,  le  produit  est  donc  <  0, 
nous  voyons  qu'elles  sont  de  signes  contraires-,  et  que  la  plus  grande  dé- 
pend du  sens  adopté  sur  la  droite  BD.  E.  Drouet. 

SOLUTION  DE  LA  QUESTION  42 

Par  51.  Léopold  IMassip,  professeur  de  Mathématiques  Spéciales 

à  l'École  Saint-Georges 


Etant  donné  tine  circonférence  tangente  aux  deux  côté-i  d'un  angle 
droit,  mener  une  troisième  tangente  qui  forme  avec  les  deux  autres  un- 
triangle  maximum  ou  minimum. 

Considéi'ons  la  tangente  supérieure  BC  :  si  nous  relevons  le  point  B  sui- 
vant la  ligne  AB,  le  triangle  formé  augmente  jusqu'à  devenir  infini  quand 
la  tangente  est  parallèle  à  AB  ;  si  nous  éloignons  le  point  C  suivant  AC,  la 
même  chose  arrive  ;  donc  le  triangle  a  passé  par  un  minimum,  et  comme 
tout  est  symétrique  des  2  côtés,  il  aura  lieu  pour  la  tangente  à  '\h". 
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De   niènip   A.MN   passe    par    iiii    niaxiinimi    cUms    le   mt^me   cas. 
Pour  traiter  par  le  calcul 
soit  :  AB  =  y,      AC  ^  ,-• 

el  posons 
I  XII  =r  -iu  -. 

On  H  nV  ^  y  —R      CE  ==  ./•  —  II. 

Donc 
■>■  •'•  +  y  —  'H.  -  =  M-  -f  y^. 

Celte  p(iualion  renferme  les  2  cas;  car  elle  ne  change 
pas  quand  on  y  remplace  j:  —  R  et  y  —  \\  par  R  —  j: 
et  R  —  y. 
L'équation  se  simplifie  et  s'écrit  : 

2.r»/  +  4R^  =  4R.V  +  y) 

OU  _    +    R    :=.,.   +    y. 

Donc  .>;  et  y  sont  les  deux  racines  de  l'équation 

Pour  que  ces  racines  soient  réelles,  il  faut  que  l'on  ait 

(r  +  '^)S4-^ 

ou  vi' —  i2R-»n-  +  -'iR'  >  o, 

Décompt)sons  en  facteurs  : 

j  m-^  —  2R^(3  +  2  \'i)\  \  m-i  —  2R2(3  —  2  v  2)|  >  o 
ce  qui  exige  que  l'on  ail 

m-  —  2R-(!Î  —  2  v'2)  <  o, 
on  iu-^  —  ■2l\''{^^  -f  2  \  2)  >  o. 

La  première  cnudition  donne  le  maximum      «i- =  2R-(3  —  2  \  2) 
et  la  seconde  le  minimum      *»-  =  2R"-(3  -\-  2  va) 
./•  et  //  sont  égaux  entre  eux  et  à 

>»-'  4-  2R- 

P 

ce  iiiii  rloiiiie  |Miiir  les  valeurs  maxima  de  m-  : 

.v=  y  =  R(2  —  Vi) 
el  pour  In  \,i!iMn  uiinima  :      .1;  =  j/  =  R(2  +  v'2).     Léopold  Massip. 

SOFATIOX  DE  LA  QUESTION  74 
l'.ir  M.  Léopold  Massip.  professeur  à  l'Kcole  préparatoire  Saiut^Ceorges 

Résoudre  .v-  —  y  v'j-y  —  a- 

y-  —  X  \'xy  =  b-, 

on  a  :  .c-  —  a-  =  y  ^xy 

y-  —  '/-  =  X  ^xy 

multiplions  luemltre  à  membre 

xhji  —  (t^y-  —  fy-x-  +  u-b-  ^  x^yi. 
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d'où  :  a-y-  +  b-x-  —  a-b-  =  o, 

d'où  b-{x-  —  a-]  —  —  a-y'^ 

de  même  (j?^  —  a*)"-  =  xy^, 


on  a  :  X'-  —  a-  =  — 


remplaçant  :  ,J-  =  .ry'^      d'où  .          ,^ 

Remplaçant  dans  a-y-  +  b'^x"-  —  a-b-  =^  o, 

on  a  :  a'^y-  +  b'-l  -~-  \  —  a-b-  =  o, 

d'où  y-\P^  +  «''   =  ^''* 


y'-  =  è^^6       '^'^  =  ô-6q^.-    Léopold  Massip. 


SOLUÏlOxX  DE  LA  QUESTION  83 


Un  tube  de  verre,  ayant  à  l'intérieur  la  forme  d'un  cylindre  droit  à 
base  circulaire,  a  un  diamètre  intérieur  de  2  millimètres  à  0°  et  renferme 
une  colonne  de  ViCrcure  dont  la  longueur  à  cette  température  de  0°,  est 
de  2  décimètres.  On  demande  quelle  serait  à  la  temjiérature  de  20°,  la 
nouvelle  longueur  de  la  colonne  liquide.  Le  coefficient  de  dilatation  cu- 
bique du  mercure  est  de  v  -  -    .  celui  du  verre  de  ir- . 

^  o  ojo  oS  700 

Solution.  —  Le  volume  de  mercure  à  zéro  a   pour  expression   on   milli- 
mètres cubes,  T.  X  300.  A  la  température  de  ■jo»,  on  a      -n  x  200  x  '-^i- 
A  la  même  tempérai uie.  la  base  du  cylindre  do  mercure  est  devenue 

'•  ^   \/    +  3  X  3870/  -  '■    ^    ii(jio- 
La  bauieur  acluello   do  ce  cylindre   est    ox])riniéo,    ou   niilliuii'trcs.   par 
la  fraction 

200    X     .--i    X TrJ. 

033  II  010 

Le  calcul,  effectué  par  logarithmes,  donne  pour  la  hauteur  deman- 
dée 2oonii>i,65.  Léopold  Massip. 

TROISIÈME  PARTIE 

NOTE  SUR  LA  DROITE  DE  THOMAS  SLMPSON 
Par  M.  Grand,  professeur  à  l'École  Saint-Georges 

Le  théorème  de  Simpson  employé  dans  la  théorie  des  transversales  n"est 
qu'un  cas  particulier  d'un  théorème  plus  général  ainsi  conçu  : 

Si  on  mène  dans  le  plan  d'un  triangle  ABC  une  transversale  quelcon- 
que a^Y  et  qu'aux  points  ainsi  déterminés  on  mène  des  droites  faisant 
avec  les  côtés  adjacents  des  angles  égaux,  on  obtient  un  triangle  A'B'C 
semblable   à  ABC  ;  et,   de  plus,  si  on  /oint  les  sommets  homologues,  ces 
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trois  droites  concourent  en  un  hicmc  point  situé  à  Vintersection  des  cer- 
cles circonscrits  aux  deux  triangles. 

En  effet,  le  quadrilatère  A.SA'v  est  inscriptiblc,  puisque  l'on  a  : 
C^iA'  =  a7a'. 

Par  suite,  A'  =  A,  on  démontrerait  que  B  =  B'  et  C  =  C. 

Les  deux  triangles  ABC  et  A'B'C  sont  donc  semblables. 

De  plus,  si  nous  joignons  AA'  et  BB'  qui  se  rencontrent  en  un  point  0, 
nous  voyons  que  le  quadrilatère   BaB'Y 
étant  inscriptiblc,  on  a  :  B'Ba  =^  ayB'. 

De  même,  .SAyA'  étant  inscriptiblc, 
on  a  :       ^\A'  =  ^V  =  B'Bà. 

Le  quadrilatère  OABC  est  donc  inscrip- 
tiblc, et  le  point  0  se  trouve  sur  le  cercle 
circonscrit  au  triangle  ABC. 

11  est  de  toute  évidence  que,  Tinler- 
section  de  BB'  et  CC  se  trouvant  sur  ce 
même  cercle  ne  peut  se  trouver  qu'au 
point  0. 

De   plus,    A'B'C   étant    réciproque    de 
ABC,  le  point  0  appartient  aussi  à  son  cercle  circonscrit.  11  est  donc  à  liii- 
tersection  de  ces  deux  cercles. 

Réciproquement,  Etant  donnés  i  cercles  se  coupant  en  0  et  un  triangle 
.VBC  inscrit  dans  le  pronier,  si  on  joint  les  sommets  A,  B,  Cauj^oint  0, 
on  forme  le  triangle  A'B'C  semblable  à  .\BC.  Les  cotés  homologues  se 
coupent  en  des  points  i]:>'(  en  ligne  droite  et  sous  des  angles  égaux. 

En  effet,  on  a  :  C  =  A'VTîT  même  mesure. 

C  =  .VOB  même  mesure. 

D'où  C    =r  C 

De  même.  A  =  .V,  B  =  B' ;  les  deux  triangles  sont  semblables. 

Il  en  résulte  que  le  quadrilatère  AyA'B  par  exemple  est  inscriptiblc.  et 
((ue  l'on  n  :  ABy  =_  \\'-f 

De  même  pour  r.'iCC,  et  on  a  : 

a.îc  =  iCC  =  OC'B'  ==  Ô.VÎ?  =  .T.î^-. 

Les  angles  A^y  et  a,3C  étant  égaux,  a^  et  iy  coïncident  en  direction. 

Donc  a.'JY  est  une  ligne  droite. 

De  la  considération  des  quadrilatères  inscriptibles  tels  que  A.'iA  y,  on 
déduit  :  C>A'  =  A-^\       cl       C^'  =  câ";:. 

Les  angles  sons  lesquels  se  coupent  les  cotés  homologues  sont  donc  égaux. 

[{emarque  :  Si  les  angles  égaux  ont  nue  valeur  égale  à  nu  droit,  ou  a  le 
lliéorèmc  de  Simpson,  el  la  droite  a'iy  est  la  droite  (l(!  Simpson. 

Grand,  Professeur  de  Mathématiques    Parisi 


iNOïE  DE  T1{IGO.\O.MÉTRIK   par  M.  Rafalli  (Lycée  de  l'au) 

En  seconde  moderne,  pour  résoudre  un  triangle  connaissant  deux  cofés  el 
l'angle  compris,  le  programme  i)resrril  de  démonln-r   géoméfriqnemenl    les 
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formules  de  résolution.  Dans  les  ouvrages,  actuellement  entre  les  mains  des 

A  élèves,  ou  construit  sur  le  triangle  l'angle  — ^P— ' 

et  on  en  tire  les  formules.  Mais  on  a  encore  besoin 
d'une  autre  construction  pour  la  formule 

1"":^    ^       ^  ^:=tg,4no  =  m),      où      tgm  =  ^. 

°'  Il    me    semble   que    la   méthode    suivante   est 

plus   facile   à   retenir. 

Soit  ABC  un  triangle,  on  suppose  connus  b,  c  et  A,  Soient  AD,  AE  les  bis- 
sectrices intérieure  et  extérieure  de  l'angle  A.  Je  considère  le  triangle  ABD 
et  j'écris  la  relation  des  sinus. 

BD       __   _  Ç 

J'obtiens  iîïTDAB  ~  sin  ADB  " 

Or  BD  =  ^-,;      ADB  :^  90-^^. 

ac  c 

La  relation  devient  donc  ,    ,    ^,  gjj^  A  ='cos  ^  —  ^> 

d'où 

.,    ,  .A 

[o  -f-  c;  sm  — 

(1)  «  =  — ir^TTr- 

cos ; 

■>. 

En  écrivant  de  même  la  relation  des  sinus  dans  le  triangle  ABE  on  obtient 

la  2^  formule 

(b  —  c!  cos 

(2)  «  =  --!■- c^- 

sm 

2 

lui  divisant  (i)  et  (2;  membre  à  membre  on  obtient  enfin 
B  —  C        b  —  c      ,    A 

(■3  Tg —    ;"|—    COtg    -. 

Les  formules  (n  (2)  (li)  résolvent  le  problème. 

Dans  la  dernière,  supposons  le  triangle  rectangle,  elle  devient  en  rempla- 
çant B  par  90  —  C 

Tg  \'\')"  —  G)  =  1  'T   .■<      '*"  l'*^*"  ^      ^°  ^  ~  5" 

C'est  la  formule  employée  dans  le  cas  on  l'on  connaît  non  pas  b  et  c.  mais 
log  b  et  log  c. 

SOLUTION  DE  LA  QUESTION  708 


On  projette  un  point  P  d'une  corde  focale  FCD  d'une  parabole  sur  les 
tangentes  aux  extrémités  de  cette  corde.  Démontrer  que  la  droite  qui  joint 
ces  projections  est  une  tangente  à  la  parabole.  (Lucien  Lévy). 

SOLUTION 

Les   tangentes  aux   extrémités  C,  D  de  la  corde  focale  sont  perpendicu- 
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laires  ol  Ion  Sciit  que  le  sominct  A  do  laugle  droit  qu'elles  foinieiil  est 
situé  sur  la  directrice. 

Si  par  le  point  P  on  mène  des  parallèles  à  ces  tangentes  elles  détei'- 
mincnt  deux  points,  C  sur  la  tangente  en  C  et  D'  sur  la  tangente  en  D, 
tels  que  CD'  est  tangente  h  la  parabole  ;  comme  C,  D'  sont  les  projections 
orthogonales  de  V  sur  les  tangentes,  la  question  est  démontrée. 

Pour  déterminer  le  point  de  contact  de  la  tangente  CD'  on  mène  la 
médiane  correspondante  an  sommet  A  du  triangle  ACD  ;  cette  médiane 
coupe  la  tangente  CD'  en  un  point  E,  si  l'on  prend  sur  cette  tangente 
C'F  =  D'E,  le  point  F  est  le  point  de  contact.         Jorge  F.  d'Avillez. 

Solutions  exactes  par  MM.  Ernest  Foucart,  Droz-Farny,  L'Huillier, 
Francis  Dauzats,  St-Goyens. 

TUKORÉME  dp:   KKlMPE  par  M.  Ernesto  à  Montevideo. 


On  donne  un  losange  .VBCl),  un  point  0  sur  une  de  ses  diagonale 
forme  ainsi  un  quadrilatère  AOCD  à  diagonales  rectan- 
gulaires ;  sur  OC  considéré  comme  côté  homologue  de 
CD,  on  construit  un  qnadrilatère  OCLM  semblable  à 
DAOC,  prouver  que  la  droite  AM  est  perpendiculaire 
sur  AB. 

DEMONSTRATION' 
Puisque  MOCL  est  semblable  à  COAD,  les  angles  cor- 
respondants de  ces  quadrilatères  sont  égaux. 
Faisons 
BAC  =  OMC  =  a  ;      OAG  =^  OCA  =  CML  =  i-. 

/  PML  =  c, 
AOC  =  MLC  =  f  )  PAC  =  d. 
(  APC  =  h. 
Le  triangle  MOA  est  isoscèle  ;  donc  OMA  =  OAM  =z  b  -\-  ri. 
On  a  aussi  OMA  +  OML  ■+-  LMP  =  -idr, 

ou  b-\-d-\-a-\-b-\-c  =  -idr, 

ou  encore 
(i)  -ib  +  a  +  d  +  c  =  -^dr. 

Mais  -ib  +  f  =:  idv      et      //  -|-  c  =  /. 

Cij  devient  successivement 

ib-\-a-\-d->t-c  =  -ib-\-f      ou      d  -r  d  -{■  c  =  f, 
ou  enfin      a-{-d-\-c  =  h-\-c,      ce  qui  donne      '/  -{-  rf  =  A. 
Donc  BAP  =  APC. 

A   cause  des   parallèles   .VB  et  DC,  un  a  aussi  BAP 
—  APD. 
Par  suite  ,\PC  =  APD. 

Ciiacun  de  ces  deux  angles  vaut  donc  \dr. 
Donc  AP   est  perpendiculaire  sur  DC  et  par  snite 
sur  sa  parallèle  AB. 
On  donne  un  triangle  .\BC  ;  on  trace  BD  que  divise 
AC  en    deux    parties  AD  -^  m\  DC  :^  // ;  du  même  point    B   on    porte   sur 
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BC   une  longueur   BL  =  s,  et  sur  BA  une  longueur  BF  =  p;  on  trace  LF. 
Dans  quel  rapport  la  droite  BD  divise-t-elle  la  sécante  LF  ? 

SOLUTION 
Les  deux  triangles  BFE,  BEL  ayant  même  hauteur  sont  enti-e  eux  comme 
leur  base, 

^         ,  BFE        FE 

On  a  donc  f^=^  =  fr,  . 

T.,     ,  ■  ...      BFE        BF  X  BE        .      BDC       BD  x  BC 

D  autre  part,  on  peut  écrire  ^-^^  =  g^^-jjg ,     et      ^^^  =  bE-^TbI  " 

En  multipliant   entre   eux   ces   deux   rapports,   et   en   se  rappelant  que 

BDC         n  ,  ,.      , 

r^r,  =  —  ,  on  obtiendra  successivement 

ABD        m 


BFE 

BDC 

BF.Bl 

;.BD.BC 

p.a 

BEL 

X 

BAD  — 

AB.BD.BE.BL  ~ 

s.c 

ou 

^'^  X 
EL  ^ 

il 

m 

pa 
se  ' 

D'où 

(■) 

FE 

EL  " 

H-S 

a 

c' 

Be.marques 

:  I    —  Pour 

BL 

médiane,  ni 

=;  11,  et  le 

rapi 

/'l'i 

FE 

=  ^    . 

n 

MJ 

EL  " 

6' 

c  ' 

II. 

—  Si, 

eu  même  lemp? 

que  m 

=    il, 

ou  a  aussi 

P^ 

i'^) 

Fi: 

a 

s.  il  vient 


Ce  (jui  justifie  le  théorème  connu  : 

La  médiane  BD  d'un  triangle  ABC  coupe  la  corde  FL  duii  arc   décrit  du 

sommet  B   et  limité  aux  côtés  du  triangle  en  deux  parties  FE,  FL  dont  le 

rapport  est  inverse  de  celui  des  côtés  AB,  BC. 

,,,  „  .  .  ,  ,    ..   ,  Fl'j        »i» 

III.  —  Pour  6-  =  a,  le  rapport  (  i  )  se  reduil  a        .,p  =    -- . 

11  semlilo  bon  d'établir  directement  celte   [)ropriété   à   cause   des   consé- 
quences qu'on  en  peut  tirer. 
fi  f>J?^  On  donne  un  triangle  ABC;  on  trace  BD  qui  divise 

A  ^^^^^^  ■'^^'   en   deux   parties  AD  =  m,    DG  =  ?t  ;   on   trace 

.^^"^^P    ^^\^  ^      aussi   CE   qui   divise   AB   en    deux  parties  AE  =  q, 


«i      J)  ♦>       <~     EB  =  p. 

y  Y     DF 
Fig.  ()  Déterminons  les  raj)porls  ^p  ,    ,,^.  F  étant  le  point 

de  rencontre  des  lignes  BD  et  CE. 

SOLUTION 

,.  , ,.  ,  ,  BEF        EF 

Ou  peut  ecnrire  immédiatement  j-pp  =  ,.„. 

BEF  _  BEJBF  BDC  _  BD 

on  a  aussi  BAD  ~  BA.BD'        BFC  ~  BF  " 

En  multipliant  entre  eux  ces  deux  derniers  rapports,  il  vient 
BEF  ^^   BDC  _  BE.BFJtD   _  p 
BFC  ''  BAD  "  B.\TbT).BF  '~~  c  ' 
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(.omrao  „„^,  =  v.,^,  ft  ,, ...  —       .  on  (>l)tii'i)t  ,,.,  x        =^  -. 
RFC        H.         IJAl»        VI  IL        1)1        f 

DOH 

*"  FC  "     /U-" 

On  nniviil  ilr  inr'nie 

l)F  _  (/il 
FB  '"  i>A  ■ 

IIf..\iahqlf.s.  I.  —  .Joignons  A  un  point  F  si  li»  point  II  on  AK  renconho  BC 
dixiso  cellf  lisne  en  denx  pailies  BII  =-  v.  lU'.  —   /■.  on  anra  aussi 
IIF  _  pr  _   x.v 
AF        rjo        ma' 
Dans  ce  cas,  on  aurait 


(■2) 


Ci) 


SEF  j«p  sq  DF  _  ^Ji  _  rm  HF  _  ^  _   ns 

¥C~  ne  ~  rc'        FB  ~~  pb  ~"   «6  '        FÀ  ~  qa  ~  ma ' 


('.» 


II.  —  Si  le  point  Y  élail  extérieur  au    triangle   ABC,   on    olilicndrait    Ic: 
mêmes  relations  (/().  en  employant  les  mêmes   notations. 
Ainsi  pour  DE  =2h  -^^  =  u,  AI)  =  m,  DC  =  n,  BM  =  s, 
C.II  =  v.  on  aura 


,,  j^   l  EF mp sq    DF qn rm     HF 

'  •  '"'  I  FC  ~  ne  ~    c  '  FB  ~  jib  ~^  sh  '  FÀ 


pr 7i.î 

'A       qa       ma' 

némonlrons-le  pour  l'un  de  ces  l'appoi'ls.  par  exemple 


EF 

FC- 

^  ,    P.EF        EF     BEF        BEBE 

On  a  comme  auparavant    ^^p  =  ,,,,,   ^_^j^  =  j^-^^^^, 

BDC  _  Bl) 
BFC  "    BF- 


Fi  g.  K 


Alultiplianl  entre  eux  ces  deux  rapports,  simiilifiant  i'~.'  nar        et  ^^^^ 

BFC  '"■   iîC        PAO 

par       .  il  vient 


_  P 


EF 


BFC 

mp 


EF 

FC  •  VI  ~  f         ""■        FC 
CONSÉQUENCES 

I.  —  l.im  (|nelcnn((iie  des  i'a|ipoi'ls  (j;  et    'i'''*'!  donne 

mpv  =rz  nsq. 
Ce  (|ui  démontre  le  théorème  de  Céva. 

II.  —  Ces  relations  peuvent  aussi  s'emidoyr-r  pour  démontrer  le  tiiéon'-me 
de  .Ménélaiis. 

!'■•  Ca.i.  -    La  sécante  I:FI)  coupe  deux  côtés  cl  le  prolongement  du  troi- 
sième.   Soit    le    triangle  ABC  cl  la  sécante  Al)    Joi- 
^  gnons  Bl),  A  F. 

j^  Les  relations  (',)  donnent 

v^"  --  CF  _  IID.AC  _  AE.cn 

<^-P  BF        BIl.Al)  —  BE.TVD- 

HI)  ^  AE.CD 
BH        AC:bE  • 
Ce  qui  donne 
CE  _  .\E.CI)  ^  AC  _  AECI) 
DF  -  AC.BE  ^  AU-  BE-AD" 


On  en  lin 
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Donc  GF.BE.AD  =  BF.AE.CD. 

:j«  Cas.  -   La  si-canle  KDF  coupe  le  prolongement  des  trois  côtés.  Soil 
triangle  ABC  et  la  sécante  F.D.  Traçons  AF.  On  a 
BG  _  ED.AB  BF  _  ED.AB  +  DF.AE 

CF  ~  DF.AE        ^"        CF  ~  DF.AE 

AC  _  AB.EF  AD  _  AB.EF  -|-  BE  DF 

CD 


Fis 


Bl- 
V.V 


Mais 


~  BE.DF  CD  ~~ 

CD  _  EIKAB  +  DF.AE 
AD  ^  DF.AE 


BE.DF 

BE.DF 

AB.EF  +  BE.DF 


_  BE        ED.AB  +  DF.AE 
~  AE  ^  AB.EF  +  BE.DF' 


ED.AB  +  DF.AE  =  AB.EF  +  BE.DF. 
Car,  en  le  supposant  vrai,  on  obtiendrait 
DF.AE  —  DF.BE  =  AB.EF  —  AB.ED, 

DF(AF  —  BE)  =  AB(EF  —  ED), 
DF.AB  =  AB.DF,  ce  qui  est  évident. 

'■F  ^  *U    "^  \F'       ""       BF.CD.AE  =  CF.AD.BE. 
Le  théorème  de  ^Ménélaiis  se  trouve  ainsi  vérifié. 
III_  —  Soit  F,  le  point  de  rencontre  de  deux  médianes  CE.  151),   Dans   ce 

h  c 

is.  on  a  j>j  =  ji  =  -;      p  —  q  =  -. 


Ainsi  donc 


On  aui-a 


EF  _  mp  _    Jji  ^  _i 
FC         ne         m.c        2' 
De  même,  en  appelant  F',  le  point  où  la  médiane  AH'   rencontrerait  CE, 
on  aurait  aussi  BH'  =  s'  =  H'C  =  »'.  Et  on  obtiendrait  également 


EF  _  sj  _  _^  _  I 
F'C        r'c         s'c         ■.>.' 

Donc  le  point  F'  se  confond  avec  F.  Et  les  trois  médianes  se  coupent  au 

même  point. 

ÉF  +  FC  _  I  +  2  3        ,^„        FC        2 

CE 


Et; 


ou  7T,,    = 


:r 


et  ce  point  est  situé  aux  r  de  chacune  d'elles  à  partir  du  sommet. 

IV.  _  Soit  encore  F  le  point  de  rencontre  de  deux  hauteurs  BD.  AH  et 
appelons  F',  le  point  de  rencontre  des  hauteurs  BD  et  CE'  ;  cette  dernière 
divisant  le  côté  .\B  en  deux  parties  AE'  —  q',  BE'  =  i>'. 

P' 


Les  triangles  semblables  CE'B  et  ABU  donnent  ^-  = 
AlIC  et  BDC         > 
ABD  et  AE'C        > 


De  même 


En  les  multipliant  on  obtient  />■>»  =  snq'  «"  ^  =  ^ 


h  ~ 

0  ' 

m  

c 

9' 
b' 

rni 

_  Q'n 

*■ 

P' 
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Mais,  en  nppliquanl  les  relations  {\)  précédentes,  on  a 

F'D 


FI)  rni.  F'D  qn' 

BF  "  '^  BF"  ~  ;76 


En  remplaçant  *-r  par  sa  valeur     ^    .  il  vient  ^  =  -^- . 

Donc  J..^,  =   "t-  et  F'  se  confonil  avec  I'.    Par   suite,   les    trois   liauleurs 
Bh         Bl* 

il'un  triangle  se  coupent  au  même  point. 

Mkmarqie.  —  On  trouverait  facileineiit  les  relations  suivantes  : 

BD  aa-A-  +  aa^c-  +  a/>>-c-  —  a*  —  b'^  —  c* 

BF  ~  Âh-  {a-  +  &-  —  b'-) 

CE  _  aa'6-  +  m-c-  +  a^>-c-  —  a>  —  b*  —  c* 

FÊ  ""  ■2c-  («^  -f  6^  —  c-^y 

AH  _  la^b-^  +  Via-c-  +  afe-c-  —  g^  —  ^>^  —  c^ 

AF  ~  2a2  (bi  +  ci  —  a^) 

V. Soient  BD  bissectrice  de  B,  AH  liissectrice  de  A,  CE'  bissectrice  de  C, 

F  le  point  de  rencontre  des  bissectrices  |{D  et  AH,  F'  le  point   de   rencontre 
de  BD  et  ('.¥.'.  Les  relations  (/i)  donnent  : 

PD  _  r    m        ,      l^D  _  £'     n 
BF  -"s-   b  BF'  ~  p''  b 

en    appelant  q'  et  ;j'  les  deux   segments  de  AB,  m  et  n  ceux  de  Afl,  -•  et  i' 
ceux  de  BC). 

}•        b  n'        h         m       a 

(1n  a  =  -  :         :  —  „'■<       '-  =  ■  ; 

.y         c  i>         a  ne 

m  m  c  ,        n  n  a 

— -  —  on  -r-  = , —   et    "    ,  -     ou  7-  =  ^-  . 

n  -\-  m         b         a  -{-   c        ru  +  n        b         a   -)-  c 

,,  .,  FD        b  c  b 

Far  suite  ,.„  =  -  .  — , —  =  — r       . 

Bt        c      a  +  c       a  +  c' 

F'D  _  h       _f(_  _       b 
BF'        a  '  a  -\-  c        a  +  c' 

Donc  .„.,  =  j>.„  ,  et  F'  se  confond  avec  F.  Far  conséquent,  les    trois    bis- 
sectrices d'un  triangle  se  coupent  au  même  point. 

Bemaiujles.    I.    —    Les    segments   des   t)issectrices  seront  exprimés  par  les 
rapports  suivants  : 
FD  _       A__  BD  _  a  +  b  +  c 

BF   ~  a  +  c        ""        BF  —       a  +  c      ' 

FE  _  _c CE  _  a  +  b  +  c         ^ 

CF  ~  a  +  b        °"       EF  ~       a  +  b      ' 

m  _      a  AH  _  a  +  b  +  c 

AF  —  b  +  c       ^^       \V  ~  '    b  +  c      •  Pi„    j3 

II.  —  On  démontrerait  de  môme   que   les 
Ijissectrijcs  de  B  et  des  angles  extérieurs  en  A  et  en  C  se  coupent  au  ui'^ine 
point.  En  appelant  F  ce  point  on  aurait  de  même 

FD  _   _  b_ 

UV     '  a   +   c 

et  en  appelant  F'  le  point  de  rencontre  de   la   bissectrice  de   A  fl  île  celles 
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(les  angles  extérieurs  en  B  e]  en  (;;  1"  le  point  de  rencontre  des  bissectrices 
de  C  et  des  angles  extérieurs  en  A  et  en  B,  on  aura  les  trois  relations  : 

FD  _       /)  FD b M> 

BF  ~  â  +   c.  ^^^  nn  —  «  +  r  —  'h  ""  BF  ' 


FIT  _       a  F  II  _  a_ 

AF'  —  b   -[-   c  ""  AA  ~'  b  -H   c  —  a  "'^^  AF'         b 

FE  _       c  FF  ^  c_  Œ   a  +b   — 

CF~  ~'  a  +  b  ^"  CE         a   h  —  c  '' "  CF''  "  a  +  b 

Yl.  —  (4)  t't  Cl'''*)  donnent 

FF.FD.HF  _  mpr  _  ,isq 
FC.BF.AF  ~  obc    '~  ah<- 


Hermano  Ernesto. 


NOTE  BIBLIOGRAPHIQUE 

SUR  LES  PROBLÈMES  d'aLGKBRE 

De  MM.  Henri  Neveu  et  Charles  Cochez 


La  librairie  Larousse  met  en  vente  les  Problèmes  d'Algèbre  h  l'usage  doa 
candidats  à  Saint-Cyr.  L'autorité  acquise  par  les  auteurs  do  ce  livre 
(MM.  Henri  Neveu  et  Charles  Coclie/)  eu  tout  ce  qui  concerne  les  matières 
de  l'examen  à  l'Ecole  spéciale  militaire  de  Saint-Cyr,  doit  encourager  les 
élèves  et  les  candidats,  qui  désirent  passer  brillamment  leurs  examens,  à 
prendre  connaissance  de  ce  recueil  L'ordre  et  la  clarté  qui  y  régnent  le 
distinguent  de  tous  les  recueils  similaires.  Eu  un  mot  c'est  un  ouvrage  bien 
lait  que  nous  signalons  avec  plaisir  à  l'attention  des  professeurs  et  des 
élèAes.  G,  M. 


Le  Directeur-gérant, 

Georges  MARIAUD. 


ÏAINT-AMAND    (cuBb),   IHPRIMEHIE   SCIENTIFIQUE   ET    IITTÉHAinE,    BUSSIÈBE   FBÉBEg. 
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PREMIÈRE  PARTIE 

Questions  proposées  au\  Canclidats 

I.  —  A  L'ÉCOLE  SPÉCIALE  iMILITAIllE  S^-CYR 


181.  —  1°  Inscrire  dans  un  triangle  ABC  rectangle  en  A  une 
droite  B'C  de  longueur  K  s'appuyant  sur  AB  et  AC  et  telle  que, 
en  menant  en  C  et  B'  les  perpendiculaires  aux  côtés  AB  et  AG 
ces  perpendiculaires  se  coupent  en  A'  sur  BC.  —  Solutions  algé- 
brique et  géométrique.  Variation  de  la  surface  A'B'C  lorsque  K 
varie. 

1"  On  donne  deux  circonférences  C  et  C  de  rayon  R  et  R'. 
Mener  par  leur  cenire  S  de  similitude  directe  une  droite  sur 
laquelle  la  circonférence  G  intercepte  une  corde  BD  =  ^  et  cal- 
culer la  corde  B'D'  interceptée  sur  celte  même  droite  par  la  cir- 
conférence G'. 

Charles  Ccchez. 
Professeur  du  Cours  de  Saint-Cyr  à  l'Ecole 
préparatoire  Saint-Georges. 

182.  Epure.  —  Le  somuiet  d'un  cône  de  révolution  de 
côte  12  se  projette  au  centre  de  la  feuille.  La  circonférence  de 
base  a  o,o5  de  rayon,  ce  cône  est  limité  par  un  plan  horizontal 
de  côte  20.  Un  point  G  de  côte  ii  situé  à  une  distance  o,o5  du 
sommet  se  projette  sur  la  parallèle  aux  petits  côtés  du  cadre 
passant  par  le  centre  de  la  feuille.  Par  le  point  Gj^  passent  trois 
plans,  le  premier  a  sa  trace  horizontale  tangente  au  cercle  de 
base  en  un  point  G,  diumèlralement  opposé  au  point  G.  Le 
deuxième  a  sa  trace  parallèle  à  la  précédente  et  juisse  par  le  point 
0.  Gette  trace  rencontre  la  base  du  cône  aux  points  BD.  Le  troi- 
sième plan  a  sa  trace  passant  par  B  et  le  milieu  de  l'arc  BS. 
Solide  commun  au  cône  et  au  trièdro  ainsi  dclini. 

Léopold  Massip, 
Professeur  de  Mathématiques  Spéciales 
à  l'Ecole  Saint-Georges. 

Lire  à  la  <|iiah'ièine  paa;e  «le  la  eouverhire  les 
eondllions  relatives  à  la  eorreelion  el  à  Tabou- 
nenient  des  eopies. 

JOIU.NAL    Dli    MATH.    ÉI.ÉM.    —    1898.  ti 
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183.  Calcul  Irigoiioiiiéti'îque.  —  Résoudre  un  triangle 
connaissant 

a  =  8344,27       b  =  5862,55       C  =  i28''47'35". 

184.  Questions  cKoral.  —  a)  Trouver  le  cercle  dans 
lequel  on  ne  peut  entrer. 

b)  Déterminer  la  hauteur  d'un  triangle  dont  on  connaît  les 
trois  côtés  mais  dont  l'intérieur  est  inaccessible. 

c)  Calculer  le  rayon  de  la  sphère  connaissant  les  rayons  des 
deux  bases  ainsi  que  sa  hauteur. 

II.  —  A  L'INSTITUT  NATIONAL  AGRONOiAIIQUE 

185.  —  A  l'intérieur  d'une  circonférence  on  donne  un  point 
P.  En  ce  point  se  trouve  une  balle  élastique.  Dans  quelle  direc- 
tion faut-il  lancer  cette  balle  pour  qu'elle  revienne  à  son  point 
de  départ  après  avoir  frappé  trois  fois  la  circonférence  ? 

Solution  algébrique  et  géométrique. 

Léon  Bach, 
expert-géomètre  à  Cahors. 

1 86.  —  Si  dans  un  triangle  on  a  :  — — ^  =:  1  cosC  le  triangle 

^  sin  a  ° 

est  isocèle. 

187.  —  Calculer  par  logarithmes 

km  (  1  -\-  g)'^ 

pour  A  =  385oo       a  ==;  o,o38      jo  =:  1 1       p  =  o,o35. 

188.  Physique  et  Cliiinie. .  —  Un  baromètre  a  été 
observé  à  deux  époques  dilTérentes  et  a  donné  770  millimètres 
à  25°  et  760  millimètres  à  5°. 

On  demande  le  rapport  entre  les  deux  hauteurs  corrigées. 

IIL  —  AU  BACCALAURÉAT 
LETTRES  MATHÉMATIQUES 


189.  Mathématiques.  —  Couper  un  cône  par  un  plan 
de  façon  que  la  section  elliptique  ait  une  aire  maximum. 

190.  {Au  choix).  — a)  Résolution  trigonométrique  de  l'équa- 
tion du  second  degré. 
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h)  Limite  de quand  x  lend  vers  zéro. 

c)  Problème  de  la  carie. 

190"»"*.  Physique.  —  Deux  miroirs  AB  et  CD  inclinés  ont 
leurs  faces  réfléchissantes  en  regard;  un  rayon  lumineux  se  réflé- 
chit d'abord  sur  AB  suivant  IH  puis  sur  CD  suivant  HR.  Démon- 
trer que  l'angle  o  formé  par  la  direction  du  rayon  incident  avec 
celle  du  rayon  deux  fois  réfléchi  est  toujours  double  de  l'angle  a 
des  deux  miroirs. 

191.  {Au  choix).  —  a)  Rosée,  pluie,  neige. 

b)  Ilvgromètre  de  condensation. 

c)  EbuUition,  distillation, 

IV.    —  BACCALAURÉAT 
DE    L'ENSEIGNEMENT    MODERNE 


193.  Ilatliéniatiques.  —  Déterminer  a  de  manière  que 
les  deux  équations 

ax'  —  (5  -h  d)  07  -t-  6  =  o       2aj'^  —  (5a  -+-  i)  œ  -i-  6  =r.  o 
aient  une  racine  commune  dont  on  donnera  la  valeur. 

IQ^^^K  {Aie  choix).' —  a)  Condition  nécessaire  et  suffisante 
pour  qu'un  angle  droit  se  projette  suivant  un  angle  droit. 

h)  Projection  d'une  hélice  sur  un  plan  parallèle  à  l'axe. 

c)  Projection  d'un  cercle. 

I9ÎJ.  Plijsîque.  —  Trouver  la  longueur  d'un  tuyau  d'orgue 
ouvert  dont  le  son  fondamental  est  à  l'unisson  avec  le  diapason 
normal. 

I9Î$'»'S  (Au  choix).  —  à)  Notions  très  sommaires  de  photo- 
gra[)hie. 

b)  Notions  générales  sur  les  phénomènes  d'émission,  de 
réflexion,  de  transmission  de  la  chaleur  rayonnante. 

c)  Composition  de  la  lumière  blanche. 

V.   BACCALAURÉAT  (LETTRES.  —  SCIENCES) 

IVouver  la  dérivée  de 

^'a  -\-  a;  -+-  \la  —  x 


.'/ = 


\Ja  -H  X  —  yja  —  x  ' 
ij  ■=  :i:  sin.  x  -\-  cos.j: 
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194'»'*.  (Au  choix).  ■ —  a)  Formule  d'addition  des  arcs. 

b)  Duplication  et  bissection  des  arcs. 

c)  Théorème  des  projections. 

195.  Phvsique.  —  Un  tuyau  fermé  de  o™,5o  de  longueur 
donne  l'harmonique  3.  Quel  est  le  rang  de  cet  harmonique  dans 
l'échelle  musicale. 

lOS"*'*.  (Au  choix).  —  a)  Machine  d'Atwood. 

b)  Pendule.  —  Applications. 

c)  Densité  des  gaz. 

VI.  —  AUX  ÉCOLES  D'AGRICULTURE 


196.  — Le  colza  d'hiver  rend  en  moyenne  32  "/o  de  son 
poids  d'huile  et  la  navette  d'été  3o  "/i^.  Dans  une  fabrique  on  a 
obtenu  avec  4  700  kilogrammes  de  g;-aines  des  deux  espèces 
1  468  kilogrammes  d'huile.  1°  Combien  a-t-on  employé  de  kilo- 
grammes de  graines  de  chaque  espèce?  Combien  a-t-on  obtenu 
d'huile  de  chaque  espèce  ? 

197.  —  Quelle  est  la  surlace  d'un  trapèze  dont  la  hauteur  a 
12  mètres  elles  bases  48", 5o  et  26. 

y/3789  -+-  v/^7^  -f-  v/6745 

198.  —  Calculer  x  .77-  7=^^^ .  . 

y/0,0012  -+-  y/7777  —  y/o,oo5o 

if-  -  .      r  .-  I  .  ! 

VII.  -  AUX  ÉCOLES  DE  COMMERCE 


199.  —  Pour  obtenir  une  tonne  de  fer  brut  une  usine  em- 
ploie 1  i3o  kilogrammes  de  fonte  à  i3o  francs  la  tonne  et  jbo 
kilogrammes  de  houille  à  32  francs  la  tonne;  elle  paie  en  outre 
12  francs  pour  la  main-d'œuvre;  elle  a  produit  2777630  kilo- 
grammes de  fer  brut  ;  on  demande  ce  qu'elle  a  dû  dépenser  en 
tout  tant  pour  la  fonte  que  pour  le  combustible  et  la  main- 
d'œuvre. 

!200.  Algèbre.  —  Vérifier  l'identité 

(«•^  -i-  62  ^_  aby  ^a^  {a-h  bf  +  è^  (a  -h  bf  -h  a^bK 

SOO*»**.  —  Même  calcul  qu'au  numéro  198. 
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DEUXIÈME  PARTIE 


BIBLIOGRAPHIE 


Tii' créations  et  Problèmes  de  Mathématiques  des  temps  anciens  et  mo- 
dernes, par  W.  W.  Rause  Baix,  traduites  par  J.  Fitz-Patrick  (Librairie 
scientifique  A.  Hermann,  8,  rue  de  la  Sorbonne). 

Quelques  pédagogues  ont  soutenu  qu'il  y  a  deux  manières  d'enseigner 
les  mathématiques  :  La  première  consistant,  comme  on  le  fait  en  France,  à 
énoncer  les  théorèmes  pour  les  démontrer  ensuite,  en  évitant  une  objection 
de  la  part  de  l'élève.  La  seconde,  employée  par  quelques  professeurs  anglais, 
consisterait  à  émettre  des  idées  fausses  pour  permettre  aux  élèves  île  les 
discuter,  à  faire  des  fautes  de  calcul  ou  de  raisonnement  habilement 
cachées,  lesquelles  conduisent  à  la  démonstration  de  choses  absurdes  afin 
de  laisser  aux  jeunes  intelligences  le  plaisir  et  le  soin  de  découvrir  l'erreur, 
Nous  rappelons  ces  procédés  à  propos  des  Recréations  Mathématiques  que 
M.  Fitz-Patrick  vient  de  traduire. 

La  ledure  de  cet  ouvrage  nous  a  fort  intéressé.   Les  quelques  problèmes 

de  géométrie  où  l'auleur  démontre  qu'un  segment  de  droite  égale  la  droite 

entière,  que  tous  les  triangles  sont  isoscèles  sont  habilement  établis  et  la 

sagacité  du  lecteur  est  fort  exercée. 

Les  carrés  magiques,  les  problèmes  des  jeux,  le  problème  des  huit  reines, 

des  quinze  écolières sont  des  chapitres  à  lire;  ils  intéresseront  et  les 

gens  du  monde,  et  les  mathématiciens.  Nous  recommandons  la  lecture  de 
cet  ouvrage  à  tous  les  élèves  des  classes  de  sciences,  même  aux  candidats 
à  Polyteclinlque,  Centrale,  Normale;  elle  ne  peut  que  leur  délier  l'esprit, 
et  elle  leur  montrera  quelle  critique  il  faut  apporter  dans  les  raisonne- 
ments, quelle  atteulion  il  faut  donner  au  calcul.  G.  M. 

Nota.  —  Lire  dans  le  Journal  de  Mathématiques  Spéciales  l'article 
blibliographique  consacré  à  Tm  Mathématique  de  Laisast  'Librairie  Carré 
et  Naud,  '.'>,  rue  Hacine). 

SOLUTION  DE  LA  QUESTION  106 

Par  Léonce  Gerloch,  à  Digne 


Construire  x  =  va  —  v'S- 

Ecrivons  x  ~  tV^  —  V^  {t  =:  i). 

Décrivons  le  cercle  de  rayon  «  =  i.  Prenons  M  milieu  de  OA  .  lUC  per- 
pendiculaire en  M  =  v/3  =  A'B".  Rabattons  A'R"  en  AD,  AD  =  a  —  vÀ  et 
on  II  X  =:z  i  v^'.VD,  x^  =  t. AD,  x  est  donc  une  moyenne  proportionnelle 
entn-  (  et  AD.  Ou  mène  I  tangent  au  ceriii'  OD  et  AI  =  x. 

Construire  x  =  </^)_-àLll    on  a  .c  =  t  i /^il-I/*  it  —  n.  Dérrivoiis 
V  v/3  —v'a'  V  v'.H  — •■j  ~ 
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le  cercle  de  rayon  I.  Construisons  tle  même  v3,  joignons  OB  el  traçons  OH 


\ 

\\Jo^ 

1 

V  \ 

A 

X_3/  1 

% 

X 
X- 

N 

^«•A 

V 


--Nl^ 


Fis.  I 


6 

«X 

^ 

^\é^. 

y 

1        ^— -  - — 

t 
% 

\ 

\ 

X 

3 
fl' 

Fig.  2 


perpendiculaire  à  OB,  DB  =  ■^i.  Rabattons  BD  en  BD',  CD'  =  v'3  +  V2.  De 


même  CD"  =  v^S  —  v^a  et  on  a  ^  =  £ 


/CD'     x^  __  ciy 
V  CD'''    f2  —  CD"- 


SOLUTION  DE  LA  QUESTION  121 

Par  Crut 


Ou  donne  deux  circonférences  tangentes  extérieurement  de  rayons  R 
et  T.  On  mène  la  tangente  commune  AB  (A  sur  la  circonférence  de  rayon 
R  et  B  sur  celle  de  rayon  r).  Soit  C  le  point  de  contact  des  deux  circon- 
férences :  on  forme  le  triangle  ACB.  Démontrer  que  ce  triangle  est  rec- 
tangle et  exprimer  ses  cotés  en  fonction  de  R  et  r.     Léopold  Massip. 

Soient  0  et  0'  les  centres  des  cercles  de  rayons  R  et  r,  1  le  milieu  de  AB. 
La  tangente  en  C  aux  deux  circonférences  passe  par  le  point  I.  On  a  donc 
CI  =  lA  =  IB,  ce  qui  indique  que  le  point  C  est  situé  sur  la  circonférence 
de  diamètre  AB.  Le  triangle  ACB  est  donc  rectangle  en  C. 

Calculons  d'abord  l'aire  du  triangle  ACB.  Soit  H  la  projection  de  C  sur 
CH  _    r    _   R   _  R  —  >■  _  R  —  CH   _  R  —  CH 
O'S 


AB.  On  a 


es  ~  OS  ~  OS  ~~  R  +  j'  ~"  OS  —  es  •"        R 
La  comparaison  du  4*^  et  du  6"=  rapport  donne  immédiatement 

CH  =  ^^f^ .      On  a  aussi  IB  =  v^îb'. 
R  +  r 

On  a  donc  pour  l'aire  S  du  triangle  ACB 

=  i.AC.CB. 


CH  X  IB  ::.  '^y  ^^^ 


R  +  »' 
Il  en  résulte  que  les  côtés  AG  et  CB  sont  donnés  par  les  équations 


AC.CB  = 


4Rr  v^Rr         -^. 


R  +  r 


AC  +  CB    =  4Rr. 
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On  en  déduit  (AL  +  CB)-  =  ^ — '     i    r~    >  (  AC  —  CB)^  =  2 — '  — '- , 


el,  par  suite,  les  trois  côtés  du  triangle  ACB  s'écrivent 


AG=: 


aRy/r 


BC  = 


2>VR 

v'fT+T- 


AB  =  2  VRr. 


(Crut). 


TROISIÈME  PARTIE 


Questions  diverses 

Un  quadrilatère  articulé,  plan  et  vertical,  repose,  par  son  côté  AD  r=  d 
sur  une  droite  horizontale.  Les  côtés  a,  b,  c,  d  ont  une  section  infini- 
ment petite,  et  des  poids  proportionnels  à  leurs  longueurs,  z  étant  le 
poids  de  l'unité. 

Démontrer  que  si  l'on  a  la  relation  : 

|(a  +  b)  cos  A  _  (c  +  b)  cos  D 

d  sin  A  —  c  sin  (_A  +  D)  ~  d  sin  D  —  a  sin  (A  +  D)  ' 
le  quadrilatère  est  en  équilibre. 

Calculer  les  réactions  Q  et  Q'  détruites  aux  points  A  et  D. 

Et  vérifier  que,  dans  la  position  d'équilibre,  le  centre  de  gravité  du 
périmètre  mobile  a,  -\-  h  -\-  c  est  le 
plus  haut  [équilibre  instable)  ou  le 
plus  bas  possible  [équilibre  stable; 
figure  symétrique  par  rapport  à 
l'horizontale)  eu  égard  aux  mou- 
vements compatibles  avec  les  arti- 
culations du  système. 

1"  Soit  ABCI)  la  figure  d'équilibre 
(lu  quadrilalf're  articulé  et  vertical, 
reposant  par  son  cùlé  d  sur  l'hori- 
zontale fixe  AD.  Prolongeons  les  côtés  / 
opposés  AB  et  DC  jusqu'à  leur  ren- 
contre en  S.  Les  conditions  d'équi- 
libre ne  seront  modifiées  en  rien,  si  l'on  suppose  que  SBA  et  SCD  soient 
rigides. 

Or,    le   poids  ai  appliqué  au  milieu  .M  de  AtJ  peut  se  décomposer  en  -  ai 

appliqué  en  A,  détruit  par  la  fixité  de  l'iiurizontale,  et  en  -  at  appliqué  en 

li.    l'iirallèleinent,    le   poids  oz  ap|)li(|né  en  I',  milieu  de  CD.  se  décompose 

en      Ce,  détruit  en  D,  et  en   -  ce  appliqué  en  C. 

Soit  I  le  point  d'application  de  la  résultante   des   trois    forces   verticales 

,  et    bi    ayant  respectivement  leurs  points  d'application  en  B,  C  et  .>' 
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milieu  de  BC.  Pour  que  cette  résultante  soit  détruite,  il  faut  que   la   verti- 
cale  menée    par  S  passe  par  I  ;   les  composantes  Q  et   Q'   de  ce  poids 

-  (t(  +  c  +  2Ô)e,  suivant  les  directions  SA  et  SD  seront  détruites   sur  BA 

et  CD  par  les  réactions  égales  et  contraires. 

IB       LH        c  +  i         ,.  . 
IC        LK       a  -\-  b' 

LH     LK     d  —  a  cos  A  —  c  cos  G 

c  -{-  b        a  -\-  b  a  +  c+26  ' 

H  et  K  étant  les  projections  de  B  et  C,  d'autre  part  : 
SL  =:  LA  tg  A  =:  LD  tg  D, 
d'où  (a  cos  A  -\-  LU  tg  A)  =  (c  cos  C  +  LK)  tg  D, 

en  remplaçant,  dans  cette  dernière,  les  expressions  de  LH  et  LK   tirées 
de  (i),  on  arrivera,  après  simplifications,  à  l'équation  proposée. 
On  calculera  Q  et  Q'  par  les  relalions 


Q 


a-   _("  +  '  +  '> 


COS  D        cos  A  sin  (A  +  Dj 

Les   réactions   totales  développées  en  A  et  D  sont  donc  respectivement  : 

Q  dirigée  suivant  AS,  composée  avec  la  force  verticale as,  et  Q'  dirigée 

suivant  DS,  composée  avec  la  force  verticale  —       et. 

■2°  Actuellement  déformons  le  quadrilatère  selon  les  mouvements  compa- 
tibles avec  les  articulations,  lesquels,  pour  B  ou  C,  se  réduisent  à  nue 
rotation  autour  de  A  ou  D.  Remplaçons  par  ce  et  t/  les  angles  variables 
BAD  et  CDA,  et  désignons  par  Y  la  dislance  à  AD  du  centre  de  gravité  du 
périmètre  pesant  a  -{•  b  -\-  c.  En  prenant  les  moments  par  rapport  à  AD, 
on  aura,  après  suppression  du  facteur  commun  s, 

...      ,         ,      ,,            a    .          ,    ,(a  sin  .V  +  c  sin  v\    1       f'    • 
Y(a  +  c  +  20)  =  a  -  sin  .»  -|-  b\ -! 2  l  -|-  c  -  sin  y 

=  ^  {a  +  b)  sin  X  +  ~  (c  +  b)  sin  y, 

d'où  en  prenant  la  dérivée  des  deux  membres  par  rapport  à  une  variable 
indépendante  dont  x  et  y  seraient  fonctions  : 

2(a  +  c  +  26)  ^^-  =  a{a  +  è)  cos  a;  g^  +  c{c  +  b)  cos  y  J^. 

Mais  X  et  y  sont  liées  par  la  relation  : 

(2)  d  —  a  cos  X  —  c  cos  y  ^==  Vb'^  —  {a  sin  a?  —  c  sin  y)2,  d'où 

,  ,  (a  sin  A' — c  sin  2/)  (a  cos  a;  j^  —  ccosy,^\ 

(3)  a  sin  a;  j — |-  c  sin  v  j^  = j ^ , 

^  '  du   '  ''du  d  —  a  cos  x  —  c  cos  y  ' 

or,  le  maximum  ou  le  minimum  de  Y  satisfont  à  : 

(4)  »(a  +  b)  cos  X  J^  +  c{c  +  b)  cos  y  J^^  =  o, 

en  éliminant  le  rapport  ,-  =  -,    entre  (3)  et  (4)  on  arrivera  bien  à  l'équa- 
tion •  {a  +  b)  cosx  _  {c  4-  ^>)  cos  y 

d  sin  a;  —  c  sin(a?  -{-y)       d  sin  y  —  a  sin  (x  +  y)' 
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la  même  que  l'équation  proposée.  Cette  dernière,  jointe  h  (2),  fera  connaître 
les  angles  .c  et  y,  c'est-à-dire  l'élément  de  la  figure  d'équilibre. 

H.  Lecocq. 
ancien  professeur  au  lycée  d'Avignon. 
■  ■  ■  ' 

Etroit  données  quatre  droites  AB,  BO,  CD,  DE,  déterminer  la  position 
d'un  poiîit  P  (fig.  a)  tel  que  les  symétriques  l\,  Po,  P3,  P4,  de  P  jjar  rap- 
port à  ces  lignes  soient  sur  une  même  droite. 

Le  problème  inverse  qui  consiste  à  trouver  la  position  des  quatre  droites, 
connaissant  le  point  P  et  les  quatre  points  Pj,  Po,  P3,  P;  se  résout  immé- 
diatement en  menant  des  perpendiculaires  au  milieu  de  PPi,  PP.,,  PP3  et  PP;. 

Pour  découvrir  la  solution  du  problème  proposé,  cberchons  d'abord  le 
lieu  géométrique  des  points  P  Jig.  i;  dont  les  symétriques  Pj,  Po,  P3,  par 
rapport  aux  trois  droites  données  AB,  BC,  CI)  soient  en  ligne  droite. 

Observons  d'abord  que  les  points  B,  C  et  E  point  de  rencontre  de  AB  et 
DC,  font  partie  du  lieu,  puisque,  dans  ces  iwsitions,  P  coïncide  a^-ec  deux 
dp  ses  symétriques,  et  il  est  facile  de  démontrer  que  le  lieu  cherché  est  la 
circonférence  0  circonscrite  au  triangle  BEC.  En  effet,  soient  Oj,  O.,,  O3,  les 
symétriques  de  0  par  rapport  aux  côtés  BC,  CE  et  BE  de  ce  triangle  ;  dé- 
crivons, de  ces  points  comme  centres,  des  circonférences  égales  à  la  pre- 
mière ;  elles  se  couperont  en  un  point  I,  point  de  rencontre  des  trois 
hauteurs  du  triangle  BEC. 

Par  le  point  I  menons  une  droite  quelconque  qui  rencontre  en  Pi,  Po,  P3 
les  circonférences  0,,  O2,  O3  et  soit  P  le  symétrique  de  Pi  par  rapport  à  BC. 
Les  figures  OIOoC  et  O1IO3R  sont  des  losanges.  Tirons  OiP,  et  menons  OoH 
et  O3K  parallèles  à  celte  ligne,  les  droites  CH  et  BK  seront  l'gales  et  paral- 
lèles à  IPj.  Il  résulte  de  là  que  l'arc  PiIC,  ou  son  symétrique  PC  est  égal  à 
l'arc  CHP.^  ;  donc  P  est  le  symétrique  de  Pj  par  rapport  à  CD.  On  verrait 
de  même  que  P  est  le  symétrique  de  P3  par  rapport  à  BA.  La  propriété  est 
donc  démontrée. 

Cela  étant,  la  solution  du  problème  proposé  se  trouve  aisément.  Considé- 
rons (fig.  2)  les  trois  premières  droites  AB,  BC  et  CD,  et  menons  le  cercle 
circonscrit  au  triangle  BEC  ;  puis,  les  trois  droites  BC,  CD,  DE  et  menons 
le  cercle  circonscrit  au  triangle  CEI).  Poit  P  le  point  de  rencontre  des  deux 
circonférences  décrites;  P  est  le  point  cherché,  car  Pi,  Pj,  P3,  d'une  part, 
et  P.),  P3,  Pj,  d'autre  part  sont  en  ligne  droite;  donc  les  quatre  points 
Pi.  P2.  ^3'  P;  le  sont.  Cette  ligne  passe  par  les  points  de  rencontre  M  et  N 
des  trois  hauteurs  de  diacun  des  triangles  BEC  et  CED.       H.  Lecocq. 

Ci)uoLL.\iiiE  I.  —  Si  d'un  point  quelcon((ue  de  la  circonférence  circonscrite 
à  un  triangle  on  abaisse  des  perpendiculaires  sur  les  trois  côtés,  les  trois 
pieds  sont  en  ligne  droite. 

ConoLLAïuE  II.  — Si  du  centre  0  du  cercle  circonscrit  à  un  quadrilatère/ 
inscriplible  on  abaisse  une  perpemlicnlaireOPsur  la  troisième  diagonale,  les    >^ 
pieds  des  perpendiculaires  abaissées  de  P  sur  les  quatre  côtés  du  quadrila- 
tère soat  en  ligne  droite. 
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NOTE  DE  MÉGANIQUE 

Par  M.  Léopold  Massip,  professeur  de  Mathématiques  spécieiles 

à  l'Ecole  préparatoire  Saint-Georges 


Les  élèves  retiennent  fort  peu  la  démonstration  du  parallélogramme  des 
forces  :  nous  proposons  la  démonstration  suivante  qui  nous  semble  plus 
simple  :  soit  la  force  Al?  contenant  3  fois  la  force  OB.  Décomposons  la  force 
OA  en  trois  forces  égales  à  OB  appliquées  en  0,  Oj,  Oo;  les  forces  OBet  00,, 
étant  égales  ont  une  résultante  dirigée  suivant  OB'.  Je  transporte  le  point 


d'application  0  de  cette  force  en  B'  suivant  B'R'.  En  B'  je  remplace  la  force 
B'R'  par  deux  forces  B'B"  et  B'O'.  Je  transporte  la  force  B'O'  suivant  OjB'  et 
la  force  B'B"  suivant  BB'.  Je  recommence  la  même  opération  pour  chacune 
des  forces  OjO.,  et  OoOA.  Léopold  Massip. 

APPLICATION  DES  RELATIONS  MÉTRIQUES 

ET    TRIGONOMÉTRIQUES    ENTRE    LES    ELEMENTS    LINÉAIRES    ET    ANGULAIRES 
DU    QUADRILATÈRE    INSCRIT    COMPLET 

Par  M.  H.  Lecocq 


Les  données  a,  p,  y,  5,  qu'elles  soient  primitives  ou  consécutives,  et  dé- 
pendant alors,  par  les  tableaux  du  n°  17  des  côtés  du  quadrilatère  ou  des 
autres  éléments  tels  que  diagonales  et  angles  qui  en  sont  des  fonctions  coti- 
nues,  permettent  de  résoudre,  par  des  procédés  plus  réguliers  et  uniformes, 
les  différents  cas  de  détermination  de  la  figure;  la  construction  finale  est 
alors  des  plus  simples  et  toujours  la  même,  lorsqu'on  a  réussi  à  résoudre 
les  inconnues  ou  variables  a,  p,  y,  5  eu  fonction  des  constantes  qui  carac- 
térisent l'espèce  du  cas  proposé. 

Mais  la  multiplicité  des  éléments  considérés  et  introduits  simultanément 
dans  un  problème  posé  amène  parfois  ce  résultat  qu'une  relation,  ignorée 
a  j)riori,  entre  les  quatre  constantes  nécessaires  à  la  détermination  du 
quadrilatère  inscrit  rend  ce  problème  indéterminé,  ou  le  transforme  en 
question  de  lieux  géométriques  pour  les  quatre  sommets,  ou  pour  tout 
autre  point  lié  au  quadrilatère,  et  que  ces  mêmes  lieux  géométriques,   di- 
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reclement  cherchés,  sont  identiques  lorsqu'un  donne  trois  de  ces  conslaules 
sur  quatre,  quelle  que  soit  celle  qu'on  laisse  de  côté. 

Les  exemples  qui  suivent  feront  mieux  comprendre  ces  considérations. 

1°  Problèmes  déterminés. 

I.  —  Données  :  a  +  c,  cl  -\-  b,  S  el  Q  . 

On  aura  les  relations  suivantes,  n"  17. 

4lv2ji!2£IÏ:  -  a  4-c         45-aï  V^^-  +  r-  -d^h 
■  Ô2v2  —  x^[ii     —  a  +c       — gi^r^irp-j^-  —  a  +  *, 

et  d'ailleurs  :  ^  =  cotg  -       |  =  cotg  ^ 

on  en  déduit  : 

eos  (?^^)  cos  (^ilQ) 
.=.id  +  b)  sin  ^  tg  ^-  X  — ^iTSsinQ      "~ ' 

/S  —  Q\          /S  +  Q\ 
^  =  (a  +  0  sm  -  tg  -  X  iîirs^  Q '' 


ç,        cos 
Y  =  (a  +  c)  sin  -  X  — 


sin  S  sin  Q 


/S  — Q\  /S  +  Q\ 

f.       cos  I cos  I  — ^ — 

5  =  (d  +  ft)  sin  5  X  ^      ^     (    .    ^^      ^      ^ 

^  "^         2  sin  S  sin  Q 

En  laissant  de  côté  le  facteur  commun  à  ces  expressions,  on  pourra  cons- 
truire facilement  un  quadrilatère  semblable  au  proposé,  et  une  application 

d'homothétie  fera  le  reste. 
II.  —  Données  a  4-  c,  d  4-  b,  m  et  n. 

S       0 
On  peut  ramener  ce  cas  au  précédent  en  prenant  pour  auxiliaires  ~  et  - 

qui  sont  liées  aux  données  par  les  relations  : 

(S  0\  S  0 

cos-  -  -t-  cos2  ~  I  —  '^mn  cos-  ^  cos?  ^  =  o 

(a  4-  c)s  cos»  -  +  (d  4-  by-  cos^  ^  =  {rn  +  n)2 

G  n  2S  2O 

d'où    l'on    tirera    cos      et    cos  ~  :    en    y  remplaçant  cos  —  et  cos    -  par 

I  -f  cos  S    .  I  +  cos  0  ,.       j..       L-         V--  '  ^ 

et  — ^  on  aura,  au  lieu  d  équations   bi-carrees  en  co^  - 

a  a  '  2 

et  cos  -,  des  équations  du  second  degré  en  cos  S  et  cos  Q. 

On  peut  encore  résoudre  la  question  de  la  manière  suivante.  Des  tableaux 
n"  17  et  du  n»  i8,  on  lire  : 

4?5y2j^S£+^  _  a  4-  ^       H^         4«S'Y  \/pTY-  ^  d  +  b 
(■)        -ziYnr^2rp-  -a  +  c      (2)         -52-2-1:7^232-  -d  +  b. 

.,,        25r  v'^^ (5y  +  a?)  _  ,„       ...        25v  v'iï+T^ («Y  -  ?«)  _  ,, 

^^>  ^iyil-oL^p  —   '"         W  — ~82Y2^^~a2p2  "~       ' 

S  Y  0 

posons  f^  =  .r,  -t  =  y,  -   —  s, 
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et  divisons  membre  à  membre  les  équations  (3)  et  (4't  ;  (i)  et  (3)  ;  (2)  et  (4)  ; 

on  aura  : 

,.,  x^ m  —  n 

zy       m  —  n' 

et  en  éliminant  x  des  deux  suivantes,  on  obtiendra  : 

;b)  (m  —  n^y  s'i  J^  z'- =  \a  -^  c)  \l  x  ^  (^^  ^  ^J  .y-^^ 

■'  ^"'  +  »)  V'+WW^' = '•" + '■  v/'  +  eW^ 

de  cette  dernière  on  tirei-a  z-  qui,  substitué  dans  (6  ,  fournira  : 
(d  +  J)2(,n  —  k)  V—  '."ï  +  n}2[(a  +  c)^+  !d+b)^--\mn'\y^+{a+c)^{m  f  Ji)-=o 
et  l'équation  en  z  sera  : 

{m  — ?()-[( ??i  -|-  ni- —  (a  +  ci"-  |j*  —  (m  —  H;2[^(a  -f  c)2  -\-  (d-\-b)^  —  4""^]^" 
4-  (m  4-  »i)"-r(wi  4-  n)-  —  d  -\-  b-l  =z  o. 
Les  données  doivent  nécessairement  vérifier  les  inégalités  géométriques 

»i  +  "  >  <ï  +  f      m  -}-  n  ^  d  -\-  b. 

On  devra  en  outre,  pour  la  réalité  des  racines,  poser  les  inégalités 

{a  4-  c)-  -{-  {d  -^  b)'^  —  4*'^'^  ^  o 

mt-  4-  ^p^n  —  4"^'*^''^'  4-  '*)  ^  o 

dans    cette    dernière    ap  représente  le  périmètre  {a   +  c)   4-    d  4-  ^)  et 

e  =:  (a  4-  c)  —  (d  4-  *)• 

III.  —  Données  :  «i,  n,  f  et  la  droite  01  =  A   qui  joint  le  centre   au 
point  de  concours  des  diagonales 
On  aura  les  quatre  équations  suivantes  : 

(il  — ~ '-jj-^  =  m     (2-        — 5 — i — '-fr-   =  n 


2a?Y5  v'S2  4-  t2  _  ^       ,n         SyCa^  +  r^i)  y/S^  4-  y2  _ 

de  (i)  et  (2)  on  déduit  : 

8y  _  m  +  n  .         ,    ,    „  _      mhi'i 

ap        m  —  n  '        ■  .m  4-  î^) 

ensuite  de     :3)    v'52  +  72  ^  ^^,  _^^^,  et  enfin,  de   4'     <^T  =  ^,^2-:ir7r2) 

'  2Ai»î    4-  W; 


on  en  conclut  les  couples  a,  p  et  Y'  5,  savoir  : 

-(./ztze;  +  / ± ./"7^' .. _ 0 


2  y/m-  —  n2 


_  j      ^n     /   /    4/^2     +  /:  ±  V  /-^^^^^ ^"l 

^  —  5  v/m2  —  n2\V  *«"^  —  n2  +  A        \/  m2  —  n2        a/ 
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■i°  Prol)lèines  pseudo-déterminés.  Equation  de  condition.  Lieux  géomé- 
triques des  sommets  ou  d'autres  points  liés  au  quadrilatère. 

On  cite  un  philosophe  de  l'antiquité  dont  l'intelligence  était  si  pénétrante 
qu'il  apercevait  en  un  instant  toutes  les  conséquences  d'une  question  posée, 
en  sorte  que,  pour  lui,  les  distinctions  établies  ci-dessus  eussent  été  abso- 
lument inutiles.  Bien  que  cet  état  d'esprit  soit  fort  enviable,  il  n'est  nulle- 
ment nécessaire,  les  progrès  de  la  solution  conduisant  au  même  résultat. 

IV,  —  Données  m,  n,  S  et  Q. 

Comme  dans  l'exemple  précédent,  les  données  m  et  n  donnent  : 
76 m  -\-  u 


r    \                                1"             '"    "T    "■                ■  \              )      I      01                   //lie. 

(i)  -L  = ! —       et      ,2)      »-  +  ?-  =  • 1 — -^• 

D'ailleurs  on  a 

(3)                               ^  =  tg5  et        '         ^--Q 


On  en  conclut 


T 


,    S       ,    Q 


■ni  +  n 

cette  relation  entre  les  quatre  constantes  m,  n,  S  et  Q  réduit  le  système 
d'équations  distinctes  à  trois;  en  leur  adjoignant  les  expressions  des  coor- 
données .1-  et  y  d'un  des  sommets  en  fonction  de  a,  [2,  y.  S  '^n"  17.  On  aura 
alors  cinq  équations  entre  lesquelles  on  pourra  éliminer  ces  variables  et 
l'on  obtiendra  l'équation  du  lieu. 

On  trouvera  de  la  sorte,  pour  A    signe  inférieur)  et  C  (signe  supérieur) 

;m  +  n)2  -j-   {rn  —  «)'-cotg-^  -  W-  ±  2(m-  —  «2    /cotg  — \-  cotg  M  xy 

r  -1         m2    (m +  n;2_(,n—n) ^cotg^ cotg ^ 

+  [(m+n)H(m-«)2cotg2-J..-^ 4^^  ^  ,,^3 -^ 

pour  B  (signe  supérieur)  et  D  (signe  inférieur^ 
{m  +  n)2  +  (»n  —  n]'^  cotg^  ^  \y-  i  i.m'i  —   n-)  /cotg cotg  ^)  xy 

.-  -|  n-    (,,i  ^  ,l)2_[.j,j_,l)2cotg-COtg- I 

+[(m  +  n:,2+(m-n)2cot2|J^2 ^^.^^^^^^^^^^ ^ !J  =  o. 

On  voit  que  les  points  A,  B,  C.  D  décrivent  les  périmètres  de  secteurs 
orthogonaux  d'ellipses  ayant  pour  centre  commun  le  point  L.  Le  lieu  de  0 
est  une  ellipse  rapportée  à  son  centre  et  à  ses  axes. 

V.  —  Données  :  -  ,  r  1  "i  et  n 
c^  b 

comme  ci-dessus,  on  peut  écrire  de  suite  : 
et  le  tableau  17  donn< 


a    .  d    , 

a.        a  p        « 

I  7  —  ' 

0  0 
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.,  ,      ,,         m         MN  +   I 

il  eu  resnlie  :  —  =  57^ 

n         MN  —  I 

cette  équation  donne  lieu  aux  mêmes  remarques  que  dans  IV  et  Ton  trou- 
vera pour  lieux  de  A  (signe  supérieurj  et  G  (signe  inférieur) 

x^  y^  ni- 

/ N  ±:  i \ -         /M  ri=  i\-   "  ~'\'  ' 

\  ^  j     \  M  ; 

et,  pour  les  lieux  de  B  (signe  supérieur)  et  D  ^signe  inférieur) 


Le  lieu  de  I  a  pour  équation 

+ 


+ 


y^        _ 


y 


C^)'  i^^ 


4(MN+  1)2' 


Le  lieu  du  centre  de  gravité  a  une  équation  de  môme  forme. 

30  Lieux  déterminés. 

On  donne  trois  équations  distinctes  entre  a,  ^,  Y»  ^  ^^  '^^^  paramètres 
indépendants,  et  l'on  y  joint  les  expressions  des  coordonnées  x  ei  y  d'un 
sommet  du  quadrilatère,  ou  de  tout  autre  point  déterminé  de  cette  figure, 
fonctions  elles-mêmes  de  a,  jî,  y,  8  et  de  constantes  données.  On  se  trou- 
vera ainsi  dans  le  même  cas  que  dans  2°  après  la  découverte  de  l'équation 
de  condition.  Il  est  bon  d'observer  que  ce  dernier  genre  de  relations  mérite 
spécialement  le  titre  de  ce  mémoire. 

—  Nous  faisons  suivre  ces  quelques  applications,  rapidement  résolues,  de 
l'énoncé  d'autres  cas  variés  qu'on  traitera  aisément  par  des  équations  du 
second  degré  ou  bi-carrées. 

Quand  le  lieu  s'est  trouvé  trop  compliqué,  on  a  supprimé  la  mention  : 
lieu,  à  la  suite  de  celle  :  équation  de  condition. 

La  surface  S  sera  distinguée  de  l'angle  S. 

Les  angles  désignés  par  A'B'C'D'  sont  ceux  d'où  l'on  voit  respectivement 
les  côtés  a,  b,  c,  d  des  deux  sommets  opposés,  et  qui  sont  déterminés  par  : 

I»  Poblèmes  déterminés  2°  Problèmes  pseudo-déterminés 

données  A,  D,  m,  n  (Equation  de  condition-lieu) 

A,  1),  m  et  un  côté  A,  D,  m,  R  — 

A,  D,  m,  /  A,  w,  n,  R  — 

A,  D,  m,  S  ni,  n,  p.,  f  (Equation  do  condition 

A,  m,  n  et  un  côté  A,  n,  R,  /  — 

A,  «i,  n,  /  b,  d,  B',  D'  — 

A,  m,  n,  S 

c    „  .i»  Lieux  géométriques 

m,  n.  S,  R  0-1 

m,  n,  S.  /  A',  m,  C 

A,  I).  /  et  un  côté  '"'  "'  î 

A,  I).  m  et  un  côté  ï,  ,'i  et  y  =  S  ou  y  x  0  ou  A,  B,  G,  D,  ou  .\',  R',  G',  D'. 

A,  D,  R  et  un  côté  a,  y  et  6  =  p  ou  S  x  P  — 
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OU  A,  B,  C,  D  ou  A',  b  ,  C,  b'. 


A. 

0, 

S,  /, 

3(, 

8  et  -i  =  Y  ou  3  X  Y 

A, 

D, 

/>s 

?. 

Y  et  a  =  ô  ou  a  X    S 

A, 

D, 

R,  / 

?. 

5  et  a  =  Y  ou  a  X  Y 

A, 

j», 

.  R,  / 

Y. 

5  et  a  =  p  ou  a  x  ?. 

Lieux)  Autres  conditions.  On  donne  : 

5,  Y  et  e 

2  =:  3,  jî  =r  Y  et  SQ  passant  par  un  poLnt  fixe 
0.  a  et  EiGi  parallèle  à  SQ 

l'iGi  passant  par  un  point  fixe;    GiQi    et   EjS   parallèles  à  des   droites 
données. 
Autres  questions. 

—  0  et  Y  étant  constants  ;  a,  [i  variables  ;  si  le  lieu  du  point  Jj  est  repré- 
senté par  <xp  =  constante  ou  ■    '   =  constante,  les  tangentes  en  J,  et  en 

C  aux  points  correspondants  sont  parallèles. 

—  Déduire  de  l'expression  S  =:  a/"  x  LP'  (en  supposant  que  Q  s'écarte  à 
l'infini  de  A,  sur  la  droite  AD  par  exemple)  que  l'aire  d'un  trapèze  isoscèle 
est  quadruple  de  celle  du  triangle  ayant  pour  sommets  les  milieux  des  dia- 
gonales et  le  point  de  rencontre  des  côtés  non  parallèles. 

—  A  déduire  du  n"  S.  Si  l'on  considère  deux  hyperboles  ayant  un  foyer 

commun   P  ;   pour   directrices   deux   droites   quelconques   AG  et  BD  qui  se 

coupent  en  I  (/îff.  f))  et  même  paramètre  (rapport  des  distances  au  foyer  et 

à  la   directrice)  ;    les   intersections   de   chacune   des  directrices  par  l'autre 

hyperbole  seront  quatre  points  situés  sur  une  même  circonférence.  Le  para- 

.       R 
mètre  a  pour  exjjression  -^ . 

Ces  propriétés  subsistent,  sous  les  mêmes  conditions,  pour  deux  ellipses 
ou  deux  paraboles,  et  les  cordes  communes  aux  deux  courbes  sont  situées 
sur  l'une  ou  l'autre  des  bissectrices  des  angles  formés  par  les  directrices. 

—  Si  l'on  prolonge  les  deux  côtés  d'un  angle  du  quadrilatère,  A,  par 
exemple,  d'une  longueur  égale  au  côté  opposé,  la  diagonale,  issue  de  A,  du 
parallélogramme  construit  sur  les  lignes  a  +  c  et  d  -\-  b  ainsi  formées, 
passe  par  le  point  L.  De  là  un  moyen  facile  pour  obtenir  ce  point. 

H.  Lecocq 
ancien  professeur  de  l'Université  (Avignon). 

CONDITIONS  DE  DIVISIBILITÉ 

d'un  polynôme  entier  f(x)  PAR  {a;  —  a)-  et  (.r  —  a)' 

MÉTHODE    ÉLÉMENTAIRE 

Par  M.  Barbarin,  professeur  au  lycée  do  Bordeaux 


I.  —  Divisibilité  par  (x  —  a  -. 
Soient 

p.v^  :s  \„.v"  +  A, a;"-»  +  Ao.c-'-î  -f-  -f-  A,„.,.>-  +  A„. 

/■,  .'-j  —  Ho.»-"'-i  +  H,.r"'-^  +  t-  B.-i 

le  [lolynômc  proposé  et  le  (}iiotienl  de  sa  division  par  .»•  —  <i  ;  on  a  i<lenli- 
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quement,  pour  toute  valeur  de  .r 

f\x)  z^  {.r  —  a^f^ipc)  +  fia). 

Pour  que  f{x)  soit  divisible  par  {;v  —  a)^,  il  faut  et  il  suffit  que  fx)   et 
f\(x)  soient  séparément  divisibles  par  x  —  a,  ou  que  l'on  ail  à  la  fois 
(i;  f{a)  ■=  G      fi{(i)  =  o. 

D'après  la  i-ègle  de  la  division  des  polynômes,  on  a 


+  ....       +  Aoa'"-i 
+  A,„-, 


fxiçc)  =  Ao.r—»  +  Aoa  I  ^--2  +  Aoa2 
+  A,     I  +  Aja 

+  A2 

donc,  en  ajoutant  les  résultats  numériques  ligne  par  ligne, 
/'j(a)  =  mAo"'-'a.  +  [m —  i)Ai"'-2a  +  (m  —  -i)X<^a"'-^  +  ••••  +  2A„,-oa  +  A'"-i. 

Envisageons  le  nouveau  polynôme 
f'(x)  1^1  »>iAo.r"'-i  +  (m  —  l' K^x"'-'^  +  {m  —  2' Ao.r"'-?  -(-....  +  ■ik.^.^x  +  A^-i 
chacun    de   ses   termes  peuL  se  déduire  du  terme  du  même  rang  dans  f{x) 
par  le  procédé   mécanique  que  voici  :  Multiplie)-  le  coefficient  du  terme 
considéré  de  f(x)  pai-  Vexposant  de  x  que  ce  terme  contient,  puis  retran- 
cher I  à  l'exj)oscuit  de  x.  Appelons  ce  calcul  une  dérivation,  et  disons  que 
f\x)  est  le    dérivé  de  f{x).  L'identité  des  conditions 
fiia)  =  o      f\à)  =:  o     • 
prouve  que  fi{x)  et  f'{x)  sont  en  même  temps  divisibles  par  x  —  a;  donc 
le  système  de  condilions  (i)  équivaut  au  suivant 

(2)  f\a)  —  o      fia)  —  o. 

Pour  qu'un  polynôme  l(x)  soit  divisible  par  ;x  —  à)-,  il  faut  donc  et 
il  suffit  que  ce  polynôme  et  son  dérivé  s'annulent  ensemble  pour  x  =  a. 

II.  —  Divisibilité  par  [x  —  a)'^. 

Pour  que  f{xj  soit  divisible  par  {x  —  a/*  il  faut  et  il  suffit  que  fi^x)  soit 
divisible  par  x  —  a,  et  f^ix)  par  yX  —  a)2;  de  là,  en  appelant  fi'{x)  le  po- 
lynôme dérivé  de  fî[x)  par  la  règle  citée  plus  haut,  le  système  de  conditions 

f{a)  =  o,      /'i(a)  —  o,      fi'{a)  =  o, 
ou,  ce  qui  est  identique, 

(3)  fia)  =  o,      f'{a)  =  o,      A'(«)  =  », 
or 

fi'{x)  :^  [m  —  i)Ao^"'--  +  Aq^  I  {m  —  ■î)x"'-^  +  k^a^    (?n—3j.f"— '<+..,  +A(,a"'-2 
+  Ai    I  +Aia  +Aia"-:* 

+  Ao  +A,a"-i 

+A"'-„ 
en  ajoutant  les  résultats  numériques  ligne  par  ligne,  on  a  encore 
^,,  ,        m{m  —  i)   .     ,„  .,    1    'm  —  i)  [m  —  2"^   .      ,„  ., 


[m  —  2)  (m  —  3)   .     „,   ,    ,  ,     . 


car  les  coefficients  numériques  qui  accompagnent  A,|A|....  sont  des  sommes 
d'entiers  consécutifs.  [A  suivre). 

Barbarin, 

professeur  au  Lycée  de  Bordeaux. 


Le  Directeur-gérant, 

Georges  MARIAUD. 


SAIMT-AMAND    (CUEn).   IMPRIMERIE   SCIENTIFIQUE   ET   LITTÉRAIRE,    BUSSIBRB   FRÈRES. 
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PREMIÈRE  PARTIE 

Questions  proposées  aux  Candidats 

I.  -  A  I^ÉCOLE  SPÉCIALE  MILITAIRE  S'-CYR 


ÎÎOI.  Matiiéniatiques.  —  i)Dans  un  triangle  ABC  la  base 
AB  est  fixe.  On  demande  le  lieu  de  C  tel  que 

2)  Oit  donne  un  demi-cercle  de  diamètre  AB  =  iB.  On  pro- 
pose de  trouver  sur  ce  demi  cercle  un  point  M  tel  que,  le  projetant 
sur  AB  ou  P  on  ait  AP  +  P.M  =^  l,  l  élant  une  quantité  donnée. 

Charles  Gcchez. 

SOâ.  Epui*e.  —  On  donne  un  triangle  ABC  dans  un  plan  de 
cote  12  AC  =  o",io,  AB  =  0,08,  BG  =  0,012.  Ce  triangle  est  la 
base  d'un   tétraèdre  dont  on  connaît  l'aréle  AS  =  o"^,!  1,   l'arête 

SB  =  0^,13,  et  la  pente  y  du  plan  de  la  face  SBC.  Un  cylindre 

horizontal  dont  Taxe  passe  par  S  a  ses  génératrices  parallèles  au 
côté  AC.  On  demande  le  solide  restant  du  tétraèdre  entaillé  par  le 
cylindre.  Léopold  Massip. 

203.  Calcul  ti'igononiétrique.  —  Calculer  les  angles 
X  compris  entre  0  et  18°  donnés  par  la  formule 
.  a  sin  8  —  b  sin  a 

'^   '  a  sin  P  -{-  6  sin  a 

dans  laquelle  on  fait 

a  =  4G27"',55,       b  =  .^944, -"68. 
a  =  5i»57'44", 
.3  =  63°  18'  27". 
20-1.  Questions  d'oi'ai.  —  1)  On  donne  un  triangle  ABC. 
Sur  le  prolongement  de  BC  on   donne  un  point  M.   Déterminer 
sur  AC  un  point  M  Ici  qu'en  menant  par  ce  point  la  parallèle  DE 
à  BC  on  ait  DE  =  DM. 

I.lre  à  la  (|uati'iènie  pa^e  de  la  eou\ei'tui*e  les 
eondilifuis  l'eialives  î\  la  eonuH'tion  et  jV  Tabon- 
neiiieiit  des  4'0|>ies. 
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2)  Construire  un  triangle  rectangle  connaissant  la  bissectrice 
de  l'angle  aigu  B  et  la  longueur  MC,  M  étant  le  pied  de  la  bissec- 
trice sur  le  côté  AC  (A  ou  sommet  de  l'angle  droit). 

II.  —  A  L'INSTITUT  NATIONAL  AGRONOMIQUE 


20î>.  illathénialîqiie^.  —  i)Un  cône  de  hauleur/i  est  ins- 
crit dans  une  sphère  de  layon  R,  à  quelle  dislance  x  du  sommet 
du  cône  faut-il  mener  un  plan  parallèle  au  plan  de  sa  base  pour 

que  l'aire  de  la  section  faite  dans  le  cône  soit  le  ^s  de  l'aire  de   la 

section  faite  dans  la  sphère  par  le  même  plan, 

2)  Si  dans  un  triangle  ."-y-,  =    .   .,  ,,  le  triangle  est    rectangle 
^  °     fg  L        sin^  L  °  ° 

ou  isocèle. 

!!200.  —  Calculer  par  logarithme 

co  =  (g  +  é)"'  +  (g  ^  by 

123 p 

quand  a  =  2221,43,       6  =  6635,48, 

m  =  i5,       n  =  11,      p  =  j. 

30T.  Physique.  —  Un  prisme  BAC  dont  l'angle  réfrin- 
gent A  est  connu,  est  rencontré  perpendiculairement  à  l'une  de 
ses  faces  par  un  rayon  lumineux  RI  qui  se  réfracte  en  H  suivant 
HS.  On  mesure  la  déviation  0  que  le  rayon  subit  par  cette  réfrac- 
tion. Déduire  de  la  connaissance  des  angles  A  et  0  la  valeur  de 
l'indice  de  réfraction  de  la  substance  du  prisme. 

SOT"»'*.  Cliiniie.  —  Phosphore  et  ses  questions  allotro- 
piques. 

III.  —  AU  BACCALAURÉAT 
LETTRES  MATHEMATIQUES 


208.  ^lathéiiialiqiieH.  —  Une  pyramide  SABCDE  a  pour 
base  un  pentagone  régulier  dont  le  côté  est  a,  les  autres  arêtes  de 
la  pyramide  sont  aussi  égales  à  a.  On  demande  de  calculer  : 
1°  le  volume  de  la  pyramide,  2"  le  rayon  de  la  sphère  circons- 
crite, 3*^  les  lignes  trigonométriques  de  l'angle  plan  du  dièdre  SA. 
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(Au  choLi).  a)  Volume  du  tiouc  de  pyramide  à  bases  paral- 
lèles. 

b)  Tangente  à  une  ellipse  par  un  point  extérieur. 

c)  Démontrer  les  théorèmes  qui  conduisent  au  volume  de  la 
sphère. 

200.  PliysiqiiO.  —  Un  baromètre  est  enfermé  dans  un  large 
tube  de  verre  scellé  à  la  lampe.  A  l'instant  de  la  fermeture,  la 
hauteur  de  la  colonne  est  de  jG  centimètres  et  la  température 
de  15".  Calculer  la  hauteur  de  la  colonne  quand  la  température 
est  de  4<>°-  On  ne  tiendra  pas  compte  de  la  dilatation  du   verre. 

(Au  choix),  a)  Brouillards,  nuages,  rosée,  pluie,  neige. 

b)  Pholométrie. 

c)  Electricité  athmosj)hérique. 

IV.    _  BACCALAUUÉAT 
DE    L'ENSElGNEiAlENT  MODERNE 


!I2I0.  ^lnlli(Miiafi(|iies.  —  Une  sphère  est  posée  sur  un 
plan  horizontal.  Sur  le  même  plan  repose  par  sa  base,  un  cône 
droit  dont  la  hauteur  est  égale  au  diamètre  de  la  sphère.  On 
demande  de  couper  ces  deux  corps  par  un  plan  horizontal  de 
telle  sorte  que  les  sections  soient  entre  elles  comme  deux  nombres 
donnés. 

{Aie  choix),  a)  Résolution  directe  de  l'équation  du  second 
degré. 

b)  Etablir  la  somme,  le  produit,  la  différence  des  racines  d'une 
équation  du  second  degré. 

c)  Résolution  de  l'équation  bicarrée. 

îîll.  l*livsi<nie.  —  Un  tuyau  fermé  de  o"',(h»  de  longueur 
donne  l'harmonicjue  '.'>.  Quel  est  le  rang  de  cet  harmonique  dans 
l'échelle  musicale? 

{Ai(  choix),  a)  }ilavcho  des  rayons  lumiiunix  dans  un  miroir 
concave. 

b)  Marche  des  rayiuis  lumineux  dans  la  lampe  et  giossisscment. 

C)  Expériences  de  Newton  sur  la  décomposition  de  la   lumière. 
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V.  BACCALAURÉAT  (LETTRES.  —  SCIENCES) 

212.  ^iatliéuiatiqiies.  —  Etudier  les  varialions  de  la 
fonction 

X-  —  4-^  -h  3  ' 
{A}(  choix),  a)  Explication  des  difîérentes  méthodes  de  nivelle- 
ment. 

h)  Ombre  d'une  sphère. 
c)  Ombre  d'un  cône. 

213.  Physique.  —  On  donne  5o  éléments  de  Daniell  dont 
la  force  électro-motrice  est  de  i  volt  et  la  résistance  de  i  ohm 
montés  en  série.  On  demande  combien  on  pourra  alimenter  de 
lampes  à  incandescence  montées  en  dérivation,  ces  lampes  étant 
de  5o  volts,  ayant  une  résistance  à  chaud  de  5o  ohms  et  exigeant 

pour  leur  fonctionnement  un  courant  de  -  ampère. 

{Au  choix),  a)  Enoncé  des  lois  fondamentales  des  courants, 

b)  Bobine  de  RuhmkorlT. 

c)  Galvanoplastie.  —  Dorure.  —  Argenture. 

VL  —  AUX  ÉCOLES  D'AGRICULTURE 


214.  —  Pour  creuser  un  puits  les  ouvriers  demandent  i  cen- 
time pour  le  premier  mètre,  2  centimes  pour  le  deuxième.  L'eau 
étant  trouvée  à  17  mètres  de  profondeur.  Combien  coûte  le  forage 
du  puits. 

215.  —  Calculer  la  surface  d'un  triangle  équilatéral  de  6 
mètres  de  côte. 

.,,^         .  ,     ,  \^7777  X  Ç/"6666  -f-  ^J^o 

216.  —  Calculer  x  =  — 


3775  -+-  v/9684 

217.  —  Quelle  serait  la  valeur  au  change  d'un  objet  d'or  du 
poids  de  428  gammes  et  au  titre  0,920.  Le  kilogramme  d'or  pur 
vaut  au  change  343-  francs,  La  valeur  du  cuivre  faisant  partie  de 
l'alliage  sera  considérée  comme  nulle, 

218.  Algèbre.  —  Quelle  valeur  faut-il  attribuer  àp  et  à  Q 
pour  que  x*  4-  1  soit  divisible  par  œ-  -\-  px  -^  q. 

21  S"'».  —  Même  calcul  qu'au  n°  21  (>. 
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DEUXIEME  PARTIE 


BIBLIOGRAPHIE 


Manuel  d'analyse  cliimique  appliquée  à  l'examen  des  produits  indus- 
triels et  commerciaux,  par  Kmii.f.  Fi.euhem,  docteur  ès-sciencos,  professeur 
remplaçant  du  cours  do  chimie  industrielle  au  conservatoire  national  des 
Arts  et  métiers.  — Georges  Carré  et  C.  Naud,  éditeurs,  '5,  rue  Racine,  Paris. 
—  I  volume  in-8"  cftrré  de  58->  pages  avec  ici  figures.  —  Prix  :  12  fr. 

Kn  écrivant  ce  livre,  lauteur  a  cherché  à  :  i°  Kxposer,  en  les  soulageant 
de  tous  les  détails  tljéoriques  el  ])rali(iues  qui  uc  sont  pas  rigoureusement 
utiles,  les  méthodes  générales  d'analyse  minérale  qualitative  el  quantitative 
et  l'analyse  organique  élémentaire  ; 

2°  Eviter  des  recherches  trop  longues  à  ceux  qui  sont  pressés  par  le 
temps  ou  qui  n'ont  pas  pour  cela  des  connaissances  suffisantes,  en  ne  don- 
nant, pour  l'examen  de  chaque  produit  soumis  au  contrôle  chimique,  qu'une 
seule  méthode,  au  plus  deux,  devant  conduire  rapidement  et  sûrement  au 
résultat  qu'on  envisage  ; 

3"  Réunir  dans  un  même  cadre,  ainsi  qu'on  pourra  s'en  rendre  compte  en 
jetant  un  coup  d'ci'il  rapide  sur  la  table  des  matières,  l'étude  des  produits 
les  plus  importatits  en  même  temi)S  que  les  p)lus  divers  qui  peuvent  se 
rencontrer  dans  le  laboratoire  du  chimiste  industriel  :  Produits  mélalloï- 
diques  et  métalliqiies.  engrais  minéraux  et  organiques,  produits  végétaux 
et  animaux,  boissons  fermcntées,  etc.,  é(c. 

On  trouvera  souvent  intercalés  à  la  fin  de  chaque  chapitre  des  tableaux 
donnant  les  résultats  d'application  des  méthodes  développées  dans  le  texte 
et  empruntés  aux  tableaux  originaux  des  auteurs. 


SOLUTION  DE  LA  QIESTION  161 
Par  M.  Vazou 

Pboblkme.  —  Une  suite  de  s2:)/tè)'es  C,  C,  G".  ..  en  nombre  illimite' et  tan- 
gentes extérieurement  sont  inscrites  dans  un  même  cône  de  révolution  dont 
l'ouverture  est  2U).  La  distance  a  du  sommet  S  du  cône  au  centre  C  de  la 
sphère  la  pAus  éloignée  est  connue.  On  demande  :  i°  d'e.eprimer  au  moi/en 
de  a  et  de  u,  la  distance  x  du  sommet  du  cône  au  centre  de  gravité  de 
l'ensemble   des    sphères.    On    devi-a    trouver   en    particulier  que,    pour 

w  =30°,  x  =  ^-  a  ;  2*  ce  que  devient  x  pour  w  =  o  «f  pour   w   =   ()0°  ; 

3°  dtf  montrer  que  quand  m  varie  de  o"  à  ijo",  x  va  toujours  en  augmen- 
tant. 

Désignons  par  /•  le  rayon  de  la  sph^re  (]  et  par  »•,,  /.,...  >•„  les  rayons  des 
sphères  successives  supposées  au  nombre  de  ».  Soient  a,  .«^,,0;.,...  x^,  les 
distances  des  centres  de  ces  sphères  au  sommet  du  cône,  toutes  ces  sphères 


110  JOIRNAF.    DE    MATHÉMATIQUES    ÉLÉMENTAIRES 


étant  inscrilt't;  clans  le  cône  on  a 

r    :=  a  shi  oj 
j'i  =:  Xi  sin  w 
»■.,  =  a?.,  sin  w 


Les  sphères  étant  tangentes  entre  elles  successivement  on  a 

■î-'i  +  '"i  +  »•  =  « 

^'■2    +    ''î   +  '"l   =^  '^l 

(2)  ,  <   .V'î    +   ''3    +  ''2   =  •''^2 


^-■„    +   ■'",1  +    »■,.-!    =.'<-'„-i. 

Désignons  par  x  la  distance  du  sommet  du  cône  au  centre  de  gravité  de 
l'ensemble  des  sphères,  en  appliquant  le  théorème  des  moments  par  rap- 
port au  sommet  du  cône  on  a 

(3'     ()•"  +  ri'*  +  ro**...  +  '>'„'^:-i'  =^  ai'"^  +  J^i»'!^  +  J?2''2'^  +  •••  +  -v„r„-' 
en  remplaçant  dans  (3j  les  r  par  leurs  valeurs  données  par  (i    il  vient 
sinSw^a'î  -j-  Xi^  +  x./  +  ...  -(-  x,,^)  =  (a'*-  -\-  x^'*  -\-  ...  -f  .•f„4)  sin''w. 
7,)  r  =  g*  +  a?!*  +  a;./  +  ...  +  ^> 

^''^  -        «3 +a;i-)  +  .».,«+...  +a-„3- 

Or,  en  tenant  compte  des  relations  (i),  les  égalités  (2'  peuvent  s'écrire 
.r,  I  -f   sin  w)  =  a  (i  —  sin  w) 
xJi  -f-  sin  (jj*  =  xyd  —  sin  w) 
.t'a  I  +  sin  w    =  a.'o, I  —  sin  to) 


.>;„ a  +  sin  w)  =  .j'.'n-ifi 
ce  f[n"on  peut  mettre  :<ous  la  l'orme 


I  —  sin  oj  ,        I  —  sin  (o 

— j — ; ^  u      en  posant        .— 

I  +  sin  w  1  1  +  sin  w 


:v„     

d'où  l'on  déduit 

.Pi  =  a«,       .';.2  =  au-.       ....      .r„  =  a?«". 

Mais  u  est  une  qiuintilé  ]ilus  petite  que  i  car  w  est  toujours  plus  petit 
que  ()oo,  le  numérateur  et  le  dénominateur  de  l'expression  précédente  con- 
tiennent donc  des  progressions  géométri(|ucs  décroissantes  de  raisons  u''  et 
u-'',  si  donc  on  suppose  que  n  augmente  iii(lp|'iniment  on  a 


0(1    —  U^'  rt  «3  —  j) 


(fi)  07  =  -  a{u^-^)  (u2  _|_  ^  _|_  i|     ^    aCuo  +  ^  -f  i) 

(«  —  0  C«  +  i)  ■(«*  +  i''"  ~  (î<  -f-  i)  {ui  "+  i)  ' 
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Pour  w  =z.  'ôo",  comme  sin  w  =  - ,  on  a 


I 

2 
U   =   


I    + 


par  suite 


i3 


I*onr  10  =  o,  on  a  (t  =  i,  il  faut  aloi's  nous  repoiier  a  1  expression  pené- 
i-ale  <le  la  valeur  de  .c 

.  —  «i  +  W^  +  u»  +  ...  +  11^")  _  »  X  (»  +  i)  ^  ^ 
''^"  ~  "       I  +  M^»  +  ...  +  u^"  n  +  I 

l'our  oj  =:  90",  M  =  o  on  retrouve  encore  a;  =  «. 

Mais  si  au  lieu  de  supposer  bruscinement  o)  =  o,  on  suppose  que  l'on 
fasse  tendre  w  vers  o.  alors  ?<  resle  encore  plus  petit  que  i,quoi([ne  tendant 
vers  I  à  la  limite  et  l'on  peut  alors  chercher  la  limite  de  la  valeur  de. '-en 
dierchant  la  limite  de  la  valeur  ((i  ,  on  a  alors 

lem  X  -y- . 
4 
De  même  si  l'on  suppose  fjue  w  tende  vers  90°  sans  jamais  l'atteindre,  u 
tend  vers  o,  la  formule    6    donnerait  comme  limite  de  j;,  lem  :c  =  a. 

.Mais  afin   de   voir   nettement  comment  varie  x  quand  10  varie  de  +  î  à 
()o  —  H,  nous  allons  faire  un  changement  de  variable. 
Posons  w  =  90  —  a,  alors  on  a 

I  —  cos  a       .    .,    a 

u  =  — j —  =tg 

I  +  cos  a        "     2 

quand   a    varie   de  0   à   90".  a  varie  de  90"  à  o,  or  tg-  —  décroit  de  i  à  o 
quand  a  varie  de  90"  à  o   ou   quand   w   varie   de   0°   à   90°,    si   l'on   pose 
M  =  ^,  0-  variera  de  i  a  1  ce. 
En  faisant  ce  changement  l'expression  ^6,  devient 

—  Q^^i^-g"^  +  -g   +    Il  _  a(2''  -f  j'  +  g'i  _     / I \ 

•*■  -   [:  +  ï)  f  j2  +  I)  -  3:1  +  zi  +^+i~  "V        -•'  +  --  +  ^  +  V 
Sous  cette  forme,  on  voit  que  .v  augmente  quand  j  varie  de  i   à  l'infini 
et  pour  c:  ^=  X,  on  retrouve  bien  :c  =  a.  M.  Vazou. 

SOLUTION  DE  L.\  QUESTION  175 

l'ai'  M.  Vnzou 


pHOJEr.non.  —  Un  piéton  part  à  8  Iteures  du  matin,  il  fait  i  kilnntètrc 
ni  9  minutes  t-l  il  se  repose  '^  minutes  après  chaque  kilontètve  A  quelle 
heure  sera-til  rejoint  par  un  courrier  qui  part  dans  le  même  sens  à 
midi,  fait  y  kilomètres  par  heure  et  se  repose  >.<>  minutes  chaque  fois 
qu'il  a  parcouru  ■«o  kilomètres. 
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Nous  allons  chercher  le  nombre  de  kilomèlres  parcourus  au  moment  de 
la  première  rencontre,  c'est-à-dire  lorsque  le  courrier  et  le  piéton  se  trou- 
Acnt  ensemble  pour  la  première  fois. 

La  première  rencontre  peut  se  l'aire  dans  l'une  des  trois  hypothèses 
,  suivantes  : 

i"  A  la  fin  d'un  repos  du  2:)iéton; 

2°  Lorsque  le  2)U'ton  est  en  marche; 

3°  Pendant  l'interralle  d'un  repos; 

1°  Supposons  d'abord  (jue  la  rencontre  ail  lieu  à  la  fin  d'un  repos  du 
piéto)i,  le  nombre  de  kilomètres  parcourus  est  alors  un  nombre  entier  que 
nous  désignerons  par  x  et  que  l'on  peut  écrire 

X  =  loy  -\-  z      y  entier  >  o 

^      —      >  o  et  <  20 
on  peut  remarquer  en  effet  que  lorsque  le  courrier   se  met  en  marche   le 
piéton  a  parcouru  20  kilomètres. 

En  tenant  compte  des  repos,  le  piéton  fait  i  kilomètre  en  12  minutes  et 
comme  la  rencontre  se  fait  à  la  fin  d'un  repos,  le  temps  écoulé  depuis  le 
dépai't  du  piéton  est  =  à  (aoy  +  z)  X  12. 

D'autre  part,  puisque  le  courrier  fait  9  kilomètres, en   60   minutes,   pour 

parcourir  i  kilomètre,  il  met  —  et  pour  parcourir  30  kilomèti-es  en  tenant 
compte  du  repos  il  met 

60  X  20    ,  20  X  Hq        20  X  23 

9  9  3' 

et  pour  parcourir  loy  +  -  il  mettra 

20  X   23  60      4'Joy    ,    30-3-  2o(23y  -f-  ^'' 

g         ^  +  7  ^  -  "3"  +  T   ~  3         ' 

comme  il  est  parti  4  heures  =  2/|0  minutes  en  retard,  on  aura  donc  l'éq\iation 

...  r        1     20    X      23w  +   z) 

loy  +  ^.   X    12  =  240  + —,^—- - 

36  2oy  4-  z    =-Jz  720  -(-  20  [^'oy  -j-  ~; 
20  X  i3î/  +  i6j  =  720 
65y  -\-  f\z  =   180 

d  ou  3-  =  f ^  =  4^  —  iD*/  —  ^ 

4  4 

,  .     y 

^  devant  être  entier,  il  faut  nécessairement  qu  on  ait  ,-  t=  u, 

d'oii  2  =  4">      2/  =  45  —  'j''"- 

Or,  il  n'y  a  aucune  valeur  de  u  entière,  positive  ou  négative,  qui  donne 
pour  y  et  J  des  valeurs  positives  et  pour  ^  une  valeur  inférieure  à  20.  La 
première  rencontre  ne  peut  donc  aroir  lieu  à  la  fin  d'un  repos. 

2*^   Tm  première  rencontre  a  lieu  lorsque  le  piéton  est  en  marche  (ceci 
comprend  le  cas  particulier  oîi  la  rencontre  aurait  lieu  au   commencement 
d'un  repos  . 
La  distance  parcourue  par  le  piéton  peut  être  représentée  par 
X  =  loy  -\-  3  -\-  V      y  entier  >  o 

.:      —      >  o  et  <  20 

V  fraction  de  kilomètre  •<  i 


I 
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Ne  fais-ic  pas  ici  une  pétition  de  principe  en  supposant  v  conimensuratjle  f 
.le  démontre  plus  loin  que  v  est  coninicnsuraltlc  . 
l^e  temps  mis  par  le  piéton  à  pairourir  .v  est  donc  égal  à 
[loy  -\-  j    X   12  +  qv 
le  temps  mis  par  le  courrier  est  égal  à 

20  X  23y       6o  (^  +  V)  =       ,-  . 

3  '     9  0  ../11/ 

nous  aurons  l'équation 

,      ,    20  2ay  +  j  -f  r) 
20y  +  î     X    12   +  Çjl-  =  2'|0  -\ ^— ^ ' 

oiî{-ioy  4-  j)  +  27?5  =  720  +  20(23î/  +  j  +  r) 
20  X   i3y  +  16*  +  7^  =  730. 
Cette  équation  exige  que  7V  soit  entier,  donc  v  est  commensurable. 
Posons  7V  =  V,  nous  aurons 

65«/  -p  4-  =  '8o  —  7  =  180  —  5. 
(  ne  peut  prendre  que  les  valeurs  i,  2,  3,  4,  ;">i  '',  7  puisque  v  <^  i  par 
suite  0  =  7  qui  doit  être  entier  ne  peut  prendre  que  la  valeur  i  correspond 

à  Y  =  4  et  v=  i.  L'équation  devient 

65y  +  4^  =  i7ft 

170  —  65«        ,.  ,,         Z/  +   I 

4  4 

V  -I-   I 

j  devant  être  entier,  il  faut  nécessairement  que  ^^—A —  =;  m, 

par  suite  y  =  !^u  —  i 

j  =  61  —  6.")(«. 
Ur,  il  n'existe  aucune  valeur  entière  de  w,  positive  ou  négative  qui  donne 
pour  y  et  r  des  valeurs  entières  positives  et  pour  i  une  valeur  inférieure 
à   20.    La  première   rencontre  ne  peut  donc  avoir  lieu  lorsque  le  jyiétoti 
est  en  marche. 

3"  La  rencontre  a  lieu  dans  un  inlerralle  de  repos  du  piéton. 
Le  piéton  a  alors  parcouru  un  nombre  entier  de  kilomètres 
j;  =:  aoy  -\-  z  —  I  +   1 
rintervallc  de  temps  écoulé  depuis  le  départ  du  piéton  est  égal  à 
2oy  +  -"  —  '  '2  +  9  +  6  6  <  3  niin\ites 

T  .  ,  .  20231/   +   J 

Temps  nus  par  le  courrier  =  — "~  ï~^ 

on  aura  ré(|ualion 

loy  +  ;  —  i)  X   12  +  9  +  6  =  -f^—  +  '-*^o 

36202/   f  J  —  1    i-  27  -f  39  =  20-23//  -^  s  -\-  720 
20  X   i3i/  +  i6j  —  9  -f  36  —  720, 
de  cette  équation  on  déduit  que  30  doit  être  entier,  donc  't  est  romineusu- 
rable. 
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Posons  39  —  Y  Y  <  y 

^\6ôy  +  4ji  =  ;a9  —  Y 

65//  +  4-  =  182  +  i^' 

-—, — ^  =  0  doit  être  eiiHer  y  ^  i  —  4^- 

Y  doit  être  entier,  >  o  et  <  9,  il  n'y  a  que  les  valeurs  5  =  0  et  S  = 
qui  donnent  par  y  des  valeurs  convenables 

ô  =  o,  Y  =  I,      6  =  ^, 


Pour 


Posons 
d'oti 


—  45  —  16^  +  - 

4 


—  y 


4 

y  =  a  —  4**  =21  —  -211 
-  =  4-''  —  'a  (1  —  2w)  -|-  j<  =  i3  +  'ww. 
Il  n'y  a  que  la  valeur  m  =  o  qui  conA'ienne  et  qui  donne 
>j  —  2,       .-  =  i3 
par  suite  x  =  liO  +  i3  =  53  kilomètres. 

Pour  Y  =  5  on  a 

6%  +  4ô  =  „Si 

z  = ^  =  40  -  K.y  +  — ^-^ 

Posons  ^  ~  y  :=  i« 

4 
d'où  y  ^=  i  —  4^'^'      3-  =  29  +  fi"'tt. 

Aucune  Aaleur  de  (^  ne  donne  pour  y  et  .-  des  valeurs  convenables. 
Ainsi  donc  la  première  rencontre  a  lieu  lorsque  le    courrier   a   parcouru 
.53  kilomètres,  par  conséquent  le  piéton  a  parcouru  à  partir  de  midi  33  ki- 
lomètres . 
Temps  mis  par  le  courrier  pour  atteindre  le  piéton 

Telle  est  l'heure  de  la  première  rencontre. 

Le  courrier  continue  son  chemin  et  a  encore  7  kilomètres   à   faire  avant 
de   s'arrêter.  Pour   parcourir  ces   7   kilomètres  il  mettra  un  temps  égal  à 

^:  d'heure  =  ^^^^  _  I^^  =  iiS  =  460.  +  2-  _  ,       , 

9  3  3  9*^3^* 

il  se  repose  p.o  minutes,  par  conséquent  se  remeten  marche  (J6'",4o^^  i''.6'n,4o* 

après  avoir  rencontré  pour  la  première  fois  le  piéton. 

Cherchons  l'espace  parcouru  par  le  piéton  pendant  cet  ialervalle  de  temps. 
Tout  d'abord  le  piéton  ne  s'est  pas  remis  en  route  au  moment  même  où  il 

I™  2 

était   atteint  par  le  courrier.  Comme  0  =  -^r ,  il  est  reparti  2"  ^  après  la 

rencontre,  par  conséquent  il  faut  déterminer  l'espace  parcouni  par  le  piéton 
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pendant  un  temps  égal  à 

(ien»  +  i  —  (■■i  +  ^l)  —  '>'i  mètres, 

il  a  doue  pareoum  ;V<  +  ^  de  kilomètre,  la  distance  qni  le  sépare  du  cour- 
rier au  moment  du  départ  de  celui-ci  est  donc  éfiale  à 

-.  _  (5  +  §\  =  .  -  ^  =  ^^  =  .'^  +  ^ 
\  -^J  9         9  9 

Lorsque  le  courrier  a  parcouru  20  kilomètres  et  qu'il  va  partir  de  nou- 
veau le  temps  écoulé  est  égal  à 

60<^  +  20  =  ^  +  ^^o-  =  iB  +  L  +  20  =  i53-  +  \. 

g  5  2  .1 

Cherchons  l'espace  parcouru  par  le  piéton  pendant  ce  temps.  Tout  d'a- 
bord il  achève  de  parcourir  sa  fraction  -  de  kilomètre  en  5  minutes,  puis 
il  se  repose  3  minutes,  par  suite  il  nous  reste  à  déterminer  l'espace  par- 
couru en  i53  +  ^^  —  «°'  =  i4.5"'  +  l  =  ?}'  a')"  +  i'"  +  ^. 

Cet  espace  est  égal  à  lo"^  -f  2^^  -f-  (-  X  t)  =  i^"^  +  :;!.• 

il  a  donc  parcouru  en  tf)ut  12*^  4-  ^-  -t-  -  =  12!^  4-    -, 

lu  distance  ([ui  sépare  le  piéton  du  courrier  au  moment  du  départ  de  celui- 

/         ,     I9\  IQ  ^ 

ci  est  donc  égale  à  20  —  (  12  -r  -^  =  8 -=::--[---, 

\  -~  /  27  27 

la  distance  qui  le  sépare  du  couri-ier  au  moment  où  celui-ci  va  repartir  a 

donc  augmenté  de  7  -i —  |  i  +  -  )  =  (j  —    '-  =.  5"^  -| . 

'        27        \  (j/  27  27 

Celle  augmentation  de  distance  se  reproduit  à  chaque  nouveau  départ  du 

courrier,  jyrr  ronsêquent  le  piéloii  ne  rejoindra  jamain  le  courrier. 

M.  Vazou. 


TROISIÈME  PARTIE 


CONDITIONS  DK  DIVISIBILITB: 

d'un  polv.N(')ME  en'tikh  /■(.^•)  i'Ak  (./•  — •  o)^   et  (.r  —  «)' 

MÉTHODE    ÉLÉMENTAIRE 

Par  M.  Barbarin,  professeur  au  lycée  de  Bordeaux 

'Suite,  voir  n"  de  Mars,  p.  loiV; 


Envisageons  cette  fois  le  polynuim' 

/■'(.<•   ih:  m  }n  —  i  A(,./,""-'-  -|-  ,m  —  i;  [vi  —  a^'Ai.v'"--'  -f  ....  -|-  aA,,,-? 
la  règle  de  dérivation  le  tire  de  f'ix)  :  c'est  donc  le  dcriré  du  dérive  de  f\^,v) 
ou  le  deuxième  drrivé  de  f\x).  Par  suite 

f\''a>  =  o      f'a"^  =  0, 
sont  des  condition*  identitines  expriuianl  que  /V  •'"  et  /"  ■""    sont    ensemble 
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di\àsibles  par  x  —  a,  et  le  système  (3)  équivaut  au  suivant 

1.4"'  f  \a\  :=  o,       f  Cl)  =  o,       fa    =0. 

Pour  qu'un  polynôme  f(x)  soit  divisible  par  (x —  a)'',  il  faut  donc  et  il 
suffit   que   ce  polynôme,   son  premier    dérivé  i' "s.,  et  son  second  dérivé 
f\x)  s'annulent  ensemble  pour  x  =  a. 
Exemple.  —  Prouver  que  : 
f  {x)  :h:  .i'-"  +  1  —  in  -\-  \]x"  -r  1    -)-    2*1   +   I  ■'■■"   —   I    csl   divisible    par 
[x  —  i)3  [Catalan 

f'\x)  z^  nn  +  1  X-"  —  'in  -j-  i)  {n  -\-  i  x"  -f    2/1  -f  i  '!■»""' 

^:  [in  +  i".K"-ir.r"  +  1  —  (n  +  i)-*?  +  '^^ 

f"'x)  3:  i2>i  -f  l'ancf"-"-'  —  •in  +  i)  i n  +  i)nx"-»  +  (an  +  ii«.>i —  i)a,'"-"- 

ih:  'in  -f-  i'«^"--|  •i.i*"+  '  —  (n  -|-  i)  A"  +  H  —  il 
ou  voit  immédiatement  que 

f[i)  =zz  o,       /';i^  =0,       /"  (i)  =  0 
la  proposition  est  donc  démontrée. 

Extrait  d'une  correspondance 

PROPRIÉTÉS  DES  PUISSANCES  CONSÉCUTIVES 

DES    NOMBRES 

Voici,  ^lonsieur,  quelques  observations  personnelles  que  je  viens  vous 
soumettre,  elles  ont  trait  aux  puissances  consécutives  des  nombres. 

Il  y  a  déjà  cinq  ou  six  ans  j'avais  composé  une  table  des  carrés  de  i  à 
1000  après  avoir  fait  cette  remarque,  qui,  ainsi  que  je  m'en  rendis  compte 
par  la  suite,  n'était  pas  nouvelle,  que  le  carré  de  deux  nombres  consécutifs 
égale  le  carré  du  premier  nombre,  augmenté  de  la  différence  entre  le  carré 
de  ce  nombre  et  son  carré  précédent,  le  tout  augmenté  de  deux. 

Plus  tard,  j'en  déduisis  qu'il  devait  y  avoir  une  propriété  semblable  pour 
les  cubes,  je  finis  par  trouver,  après  d'assez  longues  recberches.  le  rapport 
existant  ;  et  enfin,  dernièrement,  je  concluais  que  toutes  les  puissances 
consécutives  devaient  avoir  des  propriétés  similaires.  Or,  Aoici  les  résultats 
que  j'ai  obtenus. 

I.  Toutes  les  puissa>ices  des  nombres  consécutifs  sont  dans  un  rapport 
constant. 

8.  Ce  rapport  constant  se  trouve,  étant  donné  une  puissance  u,    à    la 

n<=     DIFFÉRE.>T.E     ESTRE    LES     PUISSANCES     COSSÉCITIVES,     Ct    il  esl   égal  ttU    PRODUIT  DE 

TOCS  LES  >o.MBREs  DEPUIS  I  jusQu'.v  U.  Il  cst  toujours  invariable  pour  une 
même  puissance  quels  que  soient  les  nombres  sur  Icsqtiels  on  opère. 
pourvu,  bien  entendu,  que  ce  soit  toujours  des  nombres  consécutifs. 

3.  On  voit  donc  que  ce  rapport  se  complique  d'une  manière  constante 
OM  fur  et  à  mesure  que  l'on  opère  sur  des  exposants  plus  élevés,  et  jjour 
une  puissance  quelconque,  on  pourra  prévoir  le  nombre  constant  et  le 
rang  différentiel  oit  il  se  trouvera  sans  avoir  besoin  de  le  chercher  en 
faisant  toutes  les  différences. 
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4.  Les  puissances  des  nombres  coasêculifs  ont   à   la   ?.^    différence    de* 

KOMBREâ   DIVISIBLE»    PAR   TOUS    LES    >O.MUUES    l'RK.MIEUS    DEPLIS    I    JUSIJl'a    l'eXI'OSA.M  DE  LA 
PVISSANCE, 

5.  Les  derniers  chiffres  qui  terminent  les  puissances  d'un  même 
nombre  sont  les  mêmes  à  4  puissances  d'intervalle  et  ne  digèrent  que 
pour  les  10  piremiers  chiffres  et  les  4  premières  puissances. 

TArjLEAU    DES    10    PREMIERES    PUISSANCES   DES    NOMBRES    DE    1    A    1 0 


I 

1 

3 

4 

5 

1 

I 

4 

1 
8 

I 
16 

32 

:\ 

9 

37 

81 

248 

t 

i(i 

64 

256 

I  024 

.> 

2.") 

12.1 

625 

3  125 

(1 

:'.fi 

216 

I  296 

7  77^ 

7 

19 

343 

2  401 

16807 

M 

•^4 

;")r.>. 

4  19'' 

32  768 

9 

.Si 

729 

6  56i 

59  049 

lo 

100 

I  000 

10  000 

100  000 

I 

•j 

6 

■A 

120 

1    E 

r. 

E 

E 

E 

6 

7 

,S 

'1 

10 

I 
64 

I 
128 

I 
256 

I 
5l2 

I 
I  024 

729 

2  187 

6561 

19  683 

%  o49 

4  09') 

ifi38', 

6.")  :j3(i 

262  l'/i 

I  o',8  576 

I  "1  Gaf» 

78  laf) 

3()0  62.") 

I  953  125 

9  765  625 

4')  *)5o 

•'■79  f|3<J 

1  679  6i(l 

10  077  696 

60  466  1 76 

117  i')!^() 

8-'3  ;Vi:i 

5724801 

40  353  607 

282  475  249 

"iCyA  i44 

■>.  097  l")*! 

16  777  216 

134217728 

I  073  74 1  824 

">:îi  4',i 

1  7«'^-  fi'^9 

43  o56  721 

387  420  489 

3  486  784  4oi 

I  000  000 

10  000  tido 

1 00  000  000 

I  000  000  000 

10  000  000  000 

7v«.o 

Y. 

E 

4o  320 

3(i2  880 

3  628  800 

N.  H.  —  J'ni  (ail  suivre  d'un  f.  les  puissances  sur  lesipielles  j'ai   vérifié 
toutes  les  pruprif'tés  ci-dessus  énoncées. 


118 


JOURNAL    DK    -MATHKMATIQUES    KI.EMENTAIRES 


Exemple.  —  Pour  la  :")«  ijuissance,  je  dis  que  le  nombre  constant  sera 
I   X  2  X  3  X  4  X  :')  =  120, 
qu'il   se   trouvera  à  la  .")<=  différence,  de  plus  que  les  chiffres  qui  vont  ter- 
miner les  puissances  des  nombres  seront  ceux  qui   terminent   la    i'"''   puis- 
sance (5  —  4  =  i)»  c  est-à-dire  i,  2,  3,  4 o- 

De  plus,   à   partir  des  2''  différences,  nous  trouverons  dos  nombres  di\i- 
sibles  par  1X2x3x5,      soit,  pai-      3o 


Premières 

Cinquièmes 

Premières 

Deuxièmes 

Troisièmes 

Onatrièmes 

Cinquièmes 

Puissances 

Puissances 

dillerenres 

iliflerenues 

liilléreuces 

dilleient-e- 

iliirérence.s 

I 
2 

I 
32 

3l 

180 

3 

243 

211 

570 

3go 

36o 

\ 

I  02^ 

78 1 

I  320 

75o 

480 

120  ;; 

.") 

3  125 

2  lOI 

2  55o 

1  230 

600 

120    § 

'20     l 

ti 

77:6 

4(r>i 

4  38o 

I  83o 

720 

7 

16807 

9  f'3 1 

(i  gju 

2  55o 

840 

120    œ 

S 

32  768 

if»  960 

10  320 

3  390 

9G0 

120     ° 

t) 

^"ig  «49 

26281 

14670 

4  .>oo 

lu 

1 00  000 

409.51 

leriiiinaison  des  derniers 

divisilnlité 

par      I,        2, 

3        et 

) 

cliiffres 

Voici  ce  que  je  voulais  faire  connaître,  vous  voyez,  Monsieur,  que  c'est 
peu  de  chose  en  réalité,  mais  si  cela  peut  être  utile  à  quelqu'un,  j'en  serai 
très  content.  Henri  Tricoire. 


QUESTION  709 
Solution,  par  M.  Ernest  Foucart. 


On  donne  un  triangle  rectangle  .VOH  ;  on  ^n-ojette  le  sommet  Q  sxtr 
Diypoténuse  AB  en  C;  puis,  C  sur  OA,  en  ()'.  La  jjoralléle  menée  par 
0',  à  AR,  et  hi.  parallèle  à  OB,  tracée  j:ar  le  milieu  de  00',  se  coupent  en 
un  certain  point  R  ;  OR  rencontre  AB  en  S. 

Démontrer  que  la  perpendiculaire  élevée  en  R  ù  OR  et  lu  parallèle  èi 
OA,  menée  par  S,  se  coupent  sur  OB.  (G.  L.  ) 

Le  point  R  est  évidemment  le  milieu  de  la  parallèle  à  AB  limitée  à  OA 
et  OB;  donc  S  est  milieu  de  AB.  La  distance  SSj  de  S  à  OB  est  alors 
AO 


Soit  OB  =  a  ABO  =  a, 
i 

Un  calcul  immédiat  donne 

tg  a. 


SS,  =  ^^  == 


SB 


a  sin-a 
2  cos  a  ■ 


SO  = 
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Donc  SR.SO  =  SSj',  ce  qui  montre  iiue  la  perpendiculaire  menée  de  S,  h 
OR  passe  en  H.  C.n.F.I). 

Solution  exacte  de  MM.  A.  Droz-Farny,  Rebeix,  L'huillier. 

QUESTION  710 


On  considère  une  circonférence  A,  un  diamètre  AB,  el  un  point  M 
sur  A.  Soit  II  la  projection  de  M  sur  AB  ;  projetons  H  en  K,  sur  AM.  La 
perpendiculaire  élevée  à  KII,  en  son  milieu,  rencontre  en  T  la  tangente 
en  A,  au  poi)tt  M.  On  trace  TK  e(,  en  K,  on  lui  élève  une  perpendicu- 
laire qui  coupe  AB  en  un  certain  point  X. 

Démontrer  que  Nil  est  le  quart  de  AH.  (G.  L.) 

Solution,  par  M.  A.  Droz-Farny 

La  pei'pendiculaire  élevée  en  C  sur  KH  en  son  point  milieu  rencontre  MB 
en   1),    et   MU    en    I.    Comme   angle  TMB  =  BMH  =  A  le  triangle  TMI  est 

isoscèle  et  MT  =  MI  ^  -'*' . 

TK  rencoiilre  MP.  cl  .Mil  respectivement  en  F  et  F;  les    triangles  MDT  et 

KM 

MKH   étant   semblables   on  a  :  DT  =  —  et,  par  suite  de  la  similitude  des 

ME 

triangles  TDK  et   KEM,   DE  =:  — ,    E   est  donc   le   centre   de   gravité   du 

2 

triangle  MTI  et,  par  conséquent.  MF  ==  FI;  donc  MF  =  '-7-. 

Or,  les  triangles  MKH  et  UKA  sont  semblables  et  comme  angle 
MKF  =  HK.N  les  droites  KF  et  K.N'  son  homologues,  donc  NH  =^  '-.-  . 

A.  Droz-Farny. 
Solution  exacte  H.  L'huillier. 

QUESTION  7i;{ 


Roit  donné  un  triangle  dont  les  côtés  sont  a,  b,  c;  si  ni|,  m.j,  013  sont 
les  médianes  bj,  b^,  b;.,  les  segments  non  consécutifs  déterminés  sur  les 
côtés  par  les  bissectrices  et  s,,  s.^,  Sj  les  symédianes  du  triangle,  on  a  : 

■>.m,l)j      imAu      aniab;;  (a-  +  b-)  (b-  +  c2i^(a2^  c'^ 

Si      ■      So      '      s^  (a  -f  b     b  -|-  c     c  -\-  a 

Georges  F.  d'Avillez. 
Solution,  par  A.  Droz-Farny 
Supposons  dans  le  triangle  .Mid,  la  droite  .\M  r=  »j,    prolongée   jn.squen 
D   où    elle    rencontre,   la    lùrconférence   circonscrite    et   soit    AE  =^  .V|  ;    les 
triangles  ABD  el  AEC  sont  semblables;  donc  c  :  nif    f-  MI)  =  -v,  ;  h.  Or, 

.,,,  ,     «•-        .'|»(i--fa-      A'-Lc-,  .  ,  ,      sa»"!      6-+C* 

m,  t  .MM—  »M|  f-  ,       =-'  -,' ^ —  --(et  par  conséquent  :  v    --'= — 7 —  . 

'  '      '|j/(,  .'|m,|  uni  Si  hr 

On  sait  en  outre  (|uc  ^'|  segment  adjacent  au  coté  r  sur  IJC.  a  pour  valeur 


ac         ,         .         ,  nb        .  ho 

-,    ,      ,  de  même  /i.>  =  — ; — r  el  Cj  =  — ,-    . 
«  +  <•  '  -        a  -|-  6         -        a  -t  c 


120  JOURNAL    DR    M  ATHKMATIQUKS    ÉLÉMENTAIRES 

Il  en  résulte  :  ?!^  .  2!'iiÈi  .  '^Jlhh  ^  ^'''\ +fl^^' j ''\^'\+ ''l 
s,  *2  «3  («  +  0)  {b  +  c)  (c  +  a) 

Remarque.  —  Si  b^,  b.^,  è^   représentent   les  longueui's   des   bissectrices 

R  étant  le  rayon  du  cercle  circonscrit  au  triangle  on  trouve  : 

m^bi      m,b,      «136.3  ^  (»2  +  b^)  {b^  +  c^)  (c2  +  g'J)  ^ 

Si      '      s.,      •     s-,  (a  +  b)  (b  +  c)  (c  +  a)       4R  * 

A.  D.  F. 

Solution  de  MM.    Angel   Bozal   Obejen  à  Madrid.  L'huillier,  Pla- 

kho"wo. 

SOLUTION  DE  LA  QUESTION  714 


Si  trois  nombres  iMsitifs  x,  y,  z,  sont  tels  que 

.'^'  +  2/  +  ^  =  I, 
démontrer  que 

X-  +  y-  +  2-  -  {^  +  !/'  +  .-')  >  6xijz. 
L'inégalité  (i)  peut  s'écrire 

I  —  -xxy  —  nxy  —  lyz  —  i  +  "ix'y  -p  ^^xy'  -\-^?>x'z  +  ?>xz'  -\-  ?>y  z 
Zyz'-  +  frixy:  >   làxys, 
OU  "ixy  {x  +  y)  +  "ixz  (x  +  -:r)  +  "iyz  (y  +  z)  —  -xxy  —  ixz  —  -xyz  >  o, 
ou  encore,  en  considérant  que  .r  +  y  +  7  ^  i , 

'}>xy  (i  —  z)  +  Zxz  (i  —  ij)  -)-  "^yz  (i  —  x\  —  ixy  —  ixz  —  -îy:  >  o, 
c'est-à-dire 

xy  +  xz  +  yz  —  ixyz  >  o, 
inégalité  qui  nous  donne  la  relation 

(^)  x  +  y  +  z>  -"• 

Cette  dernière  inégalité  est  donc  équiA-alente  à   (i).   Si   nous  remplaçons 
les  numérateurs  par  leur  valeur  [x  -\-  y  -\-  z),  il  vient  : 

■'•  +  y  +  ^  ,  A-  +  y  +  ^  ,  xjry±±  ^  ^ 
■•'■         ^         y        ^       z       "  ■" 


./;  y  z  .     ^     ' 


ce  que  l'on  peut  écrire 


.y    '    X        y        y        :        z  ' 

(i+îy+a+î)+(7+j)>- 

Or,  chacune   des   expressions   entre   parenthèses    est  supérieure  ou  égale 
à  2.  En  effet,  supposons  x  >  y.  Soit  y  =  .v  —  r.  (A  suivre). 


Le  Directeur-gérant, 

Georges  MARL\UD. 


tlNT-AMANU    (CHEB),    IMPRIMERIE    SCIENTimoL'E    ET    I.ITTÉRAIRE,    BUSSIÉRE    FRÈRES. 
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PREMIÈRE  PARTIE 

Questions  proposées  aiiY  Cantli«lats 

I.  -  A  L'ÉCOLE  SPÉCIALE  JMILITAIllE  S^-CYR 


2  I  9.  ^lafliéinatiques.  —  Construire  un  triangle  connais- 
sant  l'angle  A,   la  somme  h  -i-  c  =  l  des  côtés  AB  et  AG  et  la 

hauteur  BII  =  y_  abaissée  de  B  sur  AG. 
o 

Vazou. 

Résoudre  un  triangle  connaissant  l'angle  A,  la  somme&-i-c=Z 

des  côtés  AB  et  AG  et  la  hauteur  AH  =  h  abaissée  de  A  sur  BC. 

Vazou. 

Lieu   des  points  tels  que  leurs  polaires  par  rapport   à   deux 

cercles  fixes  soient  rectangulaires.  —  Discussion.  Massip. 

220.  Epure.  —  Un  parallélogramme  ABCD  situé  dans  le 
plan  horizontal  est  défini  par  les  médianes  Aw  =  o, 12,  B;i  =  o,i5, 
GP  =  0,08  du  triangle  ABG,  placer  A  à  0,1 1  du  bord  gauche  de 
la  feuille  et  Am  suivant  la  parallèle  aux  grands  côtés  de  la  feuille 
et  au  milieu.  Un  prisme  de  base  ABGD  a  ses  arêtes  inclinées 
à  45°  sur  le  plan  H.  Sur  l'arête  issue  de  A  se  trouve  un  point 
projeté  en  t  tel  que  At  =  20  centimètres.  Une  sphère  de  rayon 
0,08  est  tangente  en  ce  point  à  l'arùfe  AT. 

Intersection  du  prisme  et  de  la  sphère  en  limitant  le  prisme  au 
plan  tangent  horizontal  à  la  partie  supérieure  de  la  sphère. 

Massip. 

221 .  Calcul  Irlgonouiélrique.  — Résoudre  un  triangle 
a  =z  8467,27,       0  =  6967,55,       c  =  i3i"'47'-i5". 

222.  Questions  <roi'al.  —  Construire  un  tétraèdre  con- 
naissant la  base  ABG  et  les  angles  ASB,  ASG  et  la  hauteur  du 
tétraèdre. 

Construire  \^i/  =^  \/a  -+-  a;  h-  v^a  —  x. 

II.  -  A   L'INSTITUT  iNATIONAL  AGRONOMIQUE 

Cilculer  les  rayons  des  bases  d'un  tronc  de  cône  de  hauteur  h, 
connaissîiiit  -^oii  volume  V  égal  à  cchii  d'un  fône  do  rayon  a  et  de 

JUIJH.NAI.    liE    M.MII.    KI.KM.    —    l.SOH.  8 
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hauteur  h  et  sa  surface  totale  égale  à  la  surface  d'un  cercle  de 
rayon  m.  Vazou. 

Calculer  les  cùtés  d'un  triangle  connaissant  les  rayons  /•,  r'  et 
la  bissectrice  a.  Construction  géométrique.  Vazou. 

Calculer  les  cùtés  i  et  c  d'un  triangle  connaissant  a,  r",  r'". 
Construction  géométrique.  Vazou. 

"i^A.  —  Calculer  par  logarithme  x  donné  par  la   formule 

'î/a  X  r.  -+-  2- 
os  =  — .  5 , —    pour  a  =  i845, 

S^5.  Pliysi<nie  el  Cliiinie.  —  Un  cùne  droit  on  fer  dont 
l'axe  est  vertical  et  l'angle  au  sommet  35°  floite  sur  du  mercure 
dans  lequel  il  s'enfonce  de  5o  millimètres.  Calculer  sa  hauteur 
(densité  du  fer  7,8,  du  mercure  i3,6).  On  verse  ensuite  sur  le 
mercure  un  deuxième  liquide,  de  manière  à  recouvrir  le  cône.  11 
ne  s'enfonce  plus  dans  le  mercure  que  de  49  millimètres.  Calcu- 
ler la  densité  du  second  liquide. 

III.  —  AU  BACCALAURÉAT 
LETTRES- M ATIIÉMAÏIOUES 


!SÎ2(>.  ^latliéninlic|iies.  —  a)  Coupez  un  cône  par  un  plan 
tel  que  la  section  hyperbolique  ait  une  surface  maximum. 
{Au,  choix)  a).  Etablir  siu  («  h-  h)  et  cos  {a  -+■  h), 

b)  démontrer  les  relations  —. — r  =  — — r,  =  -. — 7^  =  2R, 
^  sm  A        sin  B        sm  G 

c)  établir  la  formule  a-  =  b-  -h  C-  —  '2bc  cos  A. 

''Z*i7»  PIm  88(1111».  —  Un  projectile  est  lancé  de  bas  en  haut 
avec  une  vitesse  de  3oo  mètres  par  seconde.  On  demande:  i°àquelle 
hauteur  il  s'élèvera;  2°  au  bout  de  combien  de  temps  reviendra-t- 
il  à  son  point  de  départ  g  =  9'", 81. 

(Aie  choix)  a).  —  Vapeurs  saturantes  et  non  saturantes. 

b)  Loi  de  Mariotte. 

c)  Fusion  et  surfusion. 
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IV.    —  lîACCAI.AUHÉAT 
DE    L'ENSEIGNEMENT    MODERNE 


228.  llalIiCMiiancuiPS.  —  Calculer  la  somme  des  carrés 
des  racines  di-  ["(''quation 

.r-  —  Çôa  -î-  b).v  -\-  -m-  -i-  èah  —  26-  -=  0. 

{Au  choix).  —  a)  Différenles  constructions  de  la  tangente 
extérieure  à  deux  cercles. 

h)  Cas  de  simili lude  des  triangles. 

c)  Propriété  de  la  bissectrice  intérieure  et  extérieure  d'un 
angle  d'un  triangle. 

220.  I*li>!!«i(|iic —  Dans  un  récipient  cojitenant  de  l'air 
sec  à  la  pression  755  millimètres,  on  fait  le  vide  jusqu'à  la  pres- 
sion .c,  on  ouvre  le  robinet  et  on  fait  entrer  de  l'hydrogène  jus- 
qu'à ce  que  le  mélange  ait  de  nouveau  la  pression  j55,  on  fait  de 
nouveau  le  vide  et  on  fait  arriver  l'hydrogène  jusqu'à  la  pression 
755  millimètres.  Quelle  doit  être  la  valeur  de  .c  pour  que  le 
poids  de  l'hydrogène  soit  '/j,^  du  poids  de  l'air  avec  lequel  il  était 
mélangé. 

{A\i  choix).  —  a)  Photométrie  et  principaux  [)hotomètres. 

h)  Expériences  de  Newton  sur  la  lumière. 

r)  Phénomènes  de  chaleur  rayonnante. 

V.  BACCALAURÉAT  (LETTRES    —  SCIENCES) 


2'{().  —  J']tudicr  |)ar  la  méthode  des  dérivées  les  variations  de 

la  fonction 

.or  -h  1 

•'     .->•-  —  ^x~-{-  y 

{Ail  choix).  —  a)  Etablir  les  formules 

tg  {a  4-  b)  et  tg  {a  —  b). 

b)  Calculer  tg     connaissant  tg  n. 

c)  Résoudre  a  sin  ce  -\-  b  cos  a?  r=:  c, 

2î{l.  Plijsique. —  Dans  une  pompe  aspirante  la  longueur 
du  corps  de  i)onipe  est  de  1  mètre.  Sa  section  bdc  et  celle  du 
tube  d'aspiration   '/jj  de  rellf  du  corps  de  pompe.  Calculer  la 
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longueur  que  doit  avoir  le  tube  d'aspiration  pour  que  le  premier 
coup  de  piston  amène  l'eau  au  Las  du  corps  de  pompe. 
(Azi  choix).  —  à)  Lois  du  mélange  des  gaz. 

b)  Lois  de  la  dissolution. 

c)  Lois  de  la  fusion,  parler  de  la  surfusion. 

VI.  —  AUX  ÉCOLES  D'AGRICULTURE 


!232.  —  Pour  la  nourriture  du  bétail  loo  kilogrammes  de 
bon  foin  équivalent  à  'i5o  kilogrammes  de  pommes  de  terre 
crues;  3oo  kilogrammes  de  ces  dernières  à  iio  kilogrammes  de 
luzerne;  90  kilogrammes  de  luzerne  à  4oo  kilogrammes  de 
betteraves;  3oo  kilogrammes  de  betteraves  à  io5  kilogrammes 
de  seigle.  Quelle  quantité  de  foin  équivaut  à  1200  kilogrammes 
de  seigle? 

!Sî33.  —  Calculer  x  =  — ^— ' —  . 


VIL  _  AUX  ECOLES  DE  COMMERCE 


234.  —  Un  homme  occupé  aux  travau.\  des  champs  n'a  pas 
besoin  de  plus  de  i^8o  par  jour  de  vin  contenant  8°  degré  d'al- 
cool par  litre.  D'après  cela,  quelle  dépense  inutile  fait  un  homme 
qui  consomme  deux  litres  de  vin  à  12°  d'alcool  et  lui  revenant  à 
48  francs  l'hectolitre. 

235.  —  Vérifier  l'identité  : 

(a-  H-  h-  4-  aby  :=  a'-(a  ~\-  h)''  +  b'{a  -h  b)-  +  a'-b'^. 

23o»>«8.  -  Calculer  x  =  — ,_     ""'  ,,-^  . 

3  ^t:  -4-  4  y/2375 

DEUXIÈME  PARTIE 


BIBLIOGRAPHIE 


G.  Lazzbri  et  A.  Basseni,  Élementi  di  Geometria.  Livorno  Giusti. 
Prix  :  5  Lires. 

Le  plan   adopté   dans  cette  géométrie  a  déjà  été  inauguré  cliez  nous  par 
quelques  auteurs,  notamment  en  géométrie  apalytiqne.  Il  consiste  à  rap- 
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procher  les  parties  correspondanlcs  de  géométrie  plane  et  de  {jêométric 
dans  l'espace.  Ce  plan  est  contraire  aux  programmes  officiels  italiens  ;  mais 
il  n'est  pas  toujours  nécessaire  doi)éir  aux  programmes  et  le  succès  du 
livre  que  nous  signalons  Je  montre  clairement. 

Nous  regrettons  toutefois  (|uc  la  seconde  édition  de  cet  ouvrage  ne  donne 
pas,  comme  la  première,  le  volume  et  la  surface  du  tore,  la  théorie  des 
centres  et  des  axes.  Quoiqu'il  en  soit,  nous  le  signalons  à  l'attention  de  nos 
collègues  qui  veulent  savoir  ([uelles  idées  président  à  l'enseiguement  des 
matliémarniues  liors  de  nos  frontières.  G.  M. 

Lieu  géométrique  des  points  tels  que  le  rapport  de  leurs  tangentes  à 
deux  cercles  donnés  soit  constant.  Vérifier  que  ce  lieu  est  une  circonfé- 
rence ;  déterminer  la  position  du  centre  et  la  grandeur  du  rayon. 

Soient  A  et  B  les  centres  des  deux  cercles  de  rayons  R  et  R',  et  I  le 
milieu  de  AB  ;  cherchons  sur  la  ligne  des  centres  un  point  H  tel  que  en 
menant  les  tangentes  IID,  IIK,  on  ait  : 

lin  _  m 
HÉ  ~  n  ' 
et  posons  111  =  .'•.  Le  point  H  sera  déterminé  par  l'équation  : 
(  \  '(Z  +  x)^  —  R^  _  tn^ 

-^''  (d  —  œ)-^  —  R'i  "~  n^  ' 

qui,  étant  du  second  degré,  convient  à  un  second  point  K. 

L'équation  devient  : 


\m-  —  n-/       ' 


n-R-  —  m-R- 


Soit  0  le  milieu  de  IIK,  on  a,  par  la  demi-somme  des  racines  : 

oi  =  a  =  d(^;-±-^;\ 

\m-  —  »i-/ 
,.   .  a  +  d        OA  m2 

a  —  d        OB  n-  ' 
ce  qui  permet  de  déterminer  la  position  du  point  0. 

Décrivons  sur  HK  comme  diamètre  une  circonférence,  et  posons  HK  =  ap. 
De  la  différence  des  racines  de  l'équation,  on  déduit  : 

p.  =  a.  -  d.  +  ^^l^J.^  =  OA.OB  +  QAjri-OBJl. 

Actuellement,  il  est  facile  do  démontrer  que  la  circonférence  ILMK  csl  le 
lieu  cherché.  En  effet,  soit  M  un  point  quelcomiue  ;  lirons  MA,  .MB  et 
abaissons  la  perpendiculaire  MP  sur  AB. 
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Appelons  T  et  T'  les  tangentes   menées  de   M  aux   cercles  R  et  R',  on 
aura  : 

T2  =  AM-  —  R  =  AH^  X  Mïî^  +  2AH.HP  —  R^ 

=  (fZ  -f  a  —  p)2  +  2pHP  +  2pi;ci  +  a  —  p;HP  —  R2 
=  ((i  +  a;^  +  p2  —  -îoid  +  a)  +  2(d  +  a  HP  —  R2 

OU 

(3;  T2  =   OÂ"  -1-   p2  —  2pOA  +   2OA.HP   —  R2 

et  de  même 

T'2  =  BM'  —  R'-'  =  RH"  +  Mil"  —  2BH.HP  —  Yk"- 

=:(p  — a+cZ)2+2pH.P  — 2p{p  —  a  +  d)HP— R'2 
=  [d  —  a}2  -(-  p2  —  2^a  —  a)p  -|-  2(a  —  d  HP  ■ 

OU 

(4)  T'2  =  ÔB"  4-  p2  —  2pGB   f  2OB.IIP  —  R'2 

de  (,3)  et  (4)  on  conclut  : 

ji2T2     _  OTV'.OB  +  0B.p2  —  2p.0A.0B  +  2OA.OB.HP  —  R^.QB 
/H-ifi         OB^OA  +  0A.p2  —  apOA.OB  +  2OA.OB.HP  —  R'^OA 

et,  par  suite,  eu  vertu  de  l'expression  trouvée  pour  r^- 

T        m 


R'2 


n-T-  =  m-T~  ou 


T' 


Ce  lieu  servira  à  la  résolution  du  problème  suivant  : 

Trouver  xiu  point  tel  que  les  tangentes  menées  de  ce  point  à  trois 
circonférences  données  soient  proportionnelles  à  trois  iiynes  don- 
nées m,  n,  p. 

La  relation  (2)  appliquée  à  cliacuii  des  trois  côtés  du  triangle  ABC 
obtenu  en  joignant  les  centres  A,  B,  G  fournira  trois  points  0,  0'  0"  en 
ligne  droite,  et  les  rayons  p'  et  p"  seront  donnés  par  : 


O'C.G'A  + 


BC 
0XR';2^—  0"C.R-2 

Ac; 


H.  Lecocq. 


I.  —   Déterminer,  dans   Je  plan  d'un  triangle  ABC,  un  point  0  tel  que 
les   angles    OAB,    OBC    et   OCA   soient  égaux  et  calculer  leur  expression 

commune  {fi g.  i  . 

On  voit  de  suite  que  les  angles  COA,  AOB 
et  BOC  sont  respectivement  égaux  à  2'  —  A. 
2''  —  B  et  2''  —  G,  en  sorte  que  le  point  0 
est  déterminé  par  les  trois  axes  décrits  sur 
les  côtés  CA,  AB,  BG  et  capaldes  des  angles 
2''  —  A,  2''  —  B  et  2''  —  C. 

11  y  a  un  second  point    0'    pour  lequel  les 
angles   O'AC,  O'AB  et  O'GB  sont  égaux,  et  ce 
point  est  à  la  rencontre  des  segments  décrits  sur  CA,  AB,  BC  et  capables 


Fi? 


des  angles  2*  —  C,  1^  —  A  et  a'*  -^  B. 
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0.') 


sin  (C  '—  X)        sin  a-'        sin  (A 
sin  (A  —  .î')  siu  (B  —  x)  sin  (G  —  x), 
H  cos  A)    sin  li  —  u  eos  Bj  (sin  G  —  u  cos  Gj 


OA 
sia  X 


Soit  OAR  =  ^      et  Ig  J?  =  u,  on  aura 

OA OIi_  OR  ^     OC  OC 

sin  (B  —  M)        sin  ^  '         sin  (G  —  x\        sin  x' 
d'où  sin-'^x  = 

et  (<•'  =  (sin  A  — 

et,  par  suite  : 

(i)  (i  +cosAcosBcosG)e<-*  —  (cosBcosGsinA  -f  cosAcosGsinB+  cosAcosBsinCju^ 
+  (sin  B  sin  G  cos  A  4- sin  A  sin  G  cos  B  + sin  A  sin  B  cos  G  jM  —  sin  A  sin  B  sin  G  =0, 
or  A  +  B  +  G  =  a-*  d'où  sin  (A  +  B  +  G)  =  o  et  cos  A  +  B  +  Gj  =  —  i , 
en  développant  ces  deux  dernières  égalités,  on  IrouAC  : 
I  +  cos  A  COS  B  cos  G  =  sin  B  sin  G  cos  A  -{■  sin  A  sinG  cos  B  -fsinA  +  sinBcosC 
sin  A  sin  B  sin  G  ^  cos  B  cos  G  sin  A  +  cos  A  cos  G  sin  B  +  cos  A  cos  B  sin  G, 
et  l'équation  (ij  peut  s'écrire  : 

(u-  +  i)  |(i  —  cos  A  cos  B  cos  Cl  u  —  sin  A  sin  B  sin  C]  =  o 
qui  a  deux  racines  imaginaires  m  =  ±  i  et  une  réelle  : 

sin  A  sin  B  sin  G 

i  +  cosAcosBcosG' 
Les  ra[)pnrls  eiilre  ().\,  OB  et  OG  seront  donnés  par 
OA  _  OB  _  OG 
h-c       c-a       a'-b  ' 
IF.  —    Etant    dovncs   les   quatre   angles  A,  B,  C,  D  d'un  quad)-ilatêrc, 
on    mène  par   un   point  0  qicalrc  fh-oilcs  OA,  OB,  OG,  OD  faisant  entre 
elles  les  angles  consécutifs  AOB  =  a'  —  A,  BOG  =  a'  —  B,  G0D  =  2''— C, 
et  DOA  =  ■->:'  —  I).    Déterminer   les   )-apporls   qui   doivent  e.vistcr  entre 
OA,  OB,   OG,  OD  pour   que   les    angles    OBA,   0GB,    ODG   et    OAD   soient 
égaux,    et   calculer   leur    valeur   com- 
mtme  (fig.  r>.). 

Posons,  comme  ci-dessus,  OliA  =-  .••  et 
tg  ,<•  =r  u  ;  on  aura  : 

siu  .e sin  (A  —  x) 

"oX  ~ 

siu  .c 
OlV 


OB 

siu 

'B  - 

.rl 

OG 

siu 

(C- 

.r 

OD 

' 

sin 

(D- 

X) 

d 'où 


OG 
sin  .y 

"ôîT  ~      oâ: 

sin*,>-  =  sin  (A  —  ./•)  sin  (B  — 


■)  sin  (G 


'<►     -  !  siu  A  —  u  cos  Ajfsiu  15  —  u  cos  B)(sin  G  —  u  cos  G)  (sin  D  —  n  cosD]=o. 

Getle  équation  développée  devient  : 
(■}.)  il  — cos  A  cos  B  cos  C  cos  D)  M*  +  (S  cos  cos  cos  sin)  n''  —  £  (cos  cos  sin  sin)  ?(8 
+  (2  cos  sin  sin  sin)  «  —  sin  A  sin  B  sin  G  sin  D  =^  0. 

Daus  chacune  des  sommes  S,  on  doit  affecter  chaque  fnclenr  Irigono- 
uuHii([ut^  il'une  des  lettres  A,  B.  G,  D,  sans  répétition,  iW  façon  à  couqdé- 
ter  toutes  les  combinaisons  possibles  ;  mais 
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d'où  siii  (A  +  B  +  C  +  D)  =  0,      cos  (A  +  B  +  C  +  D  =  +  i. 

En  développaul  ces  deux  dernières  égalités,  on  trom-e 
il  cos  cos  cos  sin  =  S  siu  sin  sin  cos 
—  cos  cos  sin  sin  =  Z  sin  sin  siu  sin  =  S  cos  cos  cos  cos  —  i  = 
sin  A  siu  B  sin  C  sin  D  +  cos  A  cos  B  cos  G  cos  D  —  i. 
L'équation  (2)  devient  alors  : 
(w-  +  i)J(i  — cosAcosBcosCcosD)»"- +  Scoscoscossin  —  sinAsinBsinCsiuDJ:=o, 
qui  a  deux  racines  imaginaires  u  =^  zkz  i  et  deux   autres   racines   données 
par 

(3)  (1 — cos  A  cos  B  cos  C  cos  D;m-+ (-cos  cos  cos  sin)  ;« —  sin  A  sin  B  sin  G  sin  D  =0 . 
Si  le  quadrilatère  est  inscriptible,  on  a  : 

.  ,  sin  A  sin  B 

u  =  ts  M  ± 


\'i  —  cos-A  cos-B 

La  détermination  de  u  permet  de  calculer  les  rapports  de  longueur  des 
droites  OA,  OB,  OG,  OD. 

IIL  Généralisation  de  la  question.  —  En  désignant  les  angles  du  poly- 
gone par  AiA2A;.....A„,  on  aura  d'abord  : 

(4)  Al  +  Ao  +  A3  + V„  =  ■2\n  -  ■>], 

d'oïl  sin  (A]  -j-  -A-o  +  A-s  +  •■••  +  A„)  =  o 

et  cos  (A,  +  A2  -\-  A3  +  ....  -(-  A„)  =  ±  I  selon  que  n  est  pair  ou 

impair. 
Or 

(5)  sin  (Al  +  A,  +  A3  +  ....  +  A„)  =  i;C,._iSi  -  iC.yS^  +  SG.-.S, 

—  ÏLCn--^-,  +  .... 
et 

(6^        cos   A,  +  A.  +  A;;  -;-....  +  A„)  =  SG„  —  SG,,-^^^  +  i:G,...S. 

-  2G„-oSo  +  .... 

le  terme  général  ±  1  C„_.,,S;,  indique  que  la  somme  doit  être  étendue  à  n 
facteurs  trigonométriques,  savoir  j)  sinus  et  n  —  p  cosinus,  en  épuisant 
toutes  les  permutations  des  n  lettres  AiAoA^.-.A,,  dont  p  seront  affectées 
de  sinus,  et  les  n  —  p  autres,  de  cosinus.    • 

L'équation  générale  du  problème  est  : 
t("=:(sinAi — M  cos  Al)  (  siu  Ao — MC0sA2)(sin  Aj— WCOSA3' (^sinA,, — m  cos  An). 

Or,  en  vertu  de  la  relation  (4)  ou  des  deux  (5  et  (6)  qui  s'en  déduisent, 
le  degré  de  l'équation  (7)  peut  s'abaisser  à  *(  —  u  ,  car  le  premier  membre 
est  alors  divisible  par  {u^  -\-  i),  comme  dans  les  cas  précédents. 

G'est  ce  qu'on  pourra  aisément  vérifier,  quel  que  soit  »,  pair  ou   impair. 
En  effet,  dans  le  premier  cas,  l'équation    71  devient  : 
^8)        (v  G„-i)m"  —  tt"-iZG„_iSi  +  M"-^i:C„-2S2  —  ^f'-''I.Cn-i% 

+  M^SCiS,.-!  —  MlCiS,.-i   +   SS„  =  o 

et  les  relations  (à   et  (6)  deviennent  : 

(cj)  "SC„-iSi  —  ZC-sSs  +  SC^-sSa  —  SC-^S^ =  o. 

iio)  SC„  —  SC.-oSo  +  2C,.-.S.  —  SC.-eSs =  -f  i- 

Or,  en  remplaçant  u-  par  —  i  dans  la  somme  des  termes  de  degré   pair, 
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cette  sonmie  est.  imllo  (relle-nir-nie,  «mi  vcriu  de  lo,  (|iie  /i  soit  inulliplo  de 
4,  ou  multiple  fie  ]  plu?  ■>. 

Kn  meltaiit  u  en  fadeur  eoinuinn  dans  les  termes  de  degré  impair,  on 
aura,  dans  la  parenlhèse,  une  somme  de  termes  de  degré  pair  fini.  |)oui' 
u-  ^=  —  I,  s'annulera  en  vertu  de   9  . 

Si  d  est  impair,  réfiualiou   8)  devient  : 

(il'    (zc,.  -f  1)»"  —  ?«"-'i:c„_,s,  +  M"-2vc„_jS^  _  u"-"'  i;c„_3S3 

—  «^vc^S„-j  +  «SGiS„_,  —  ZS„  =  o. 
La  relation  Uj    reste  la  même,  mais  (10    se  change  en  : 

(l'i)  XC„  —  SG„-2S.,  +  SC„-iS;  —  SC„-cS,; =  —  I 

et  réqualion  di)  sera  aussi  vérifiée  par  u-  =  —  i  en  raison  de  (9^ et  de  12). 

H.  Lecocq- 


Trouver,  dans  le  plan   d'un    trianyîe    ABC    un  point    0    tel    que    les 
triangles  OAB,  OAC,  et  OBC  soient  isopévitnètres. 
Soit  a  >  ô  >  c. 

Prenons  pour  inconnues  OAC  =  x  et  OA  ==  y.  Ou  doit  avoir 
7/  +  6  =  rf  +  OB 
y  ^-  c  =  a  -f  OC 
d'où  2/  +  OC  =  c  +  OB, 

or     OB  :=  v'c-  -\-  y-  —  icy  cos  (A  —  x) 
OC  =  ^b-  -\-  y2  —  2èy  cos  a'. 
Les  équations  du  problème  sont  donc  : 
^  (  «  —  b  -  —  ■i{a  —  b)y  =  c-  —  îcy  cos  'A  —  .v) 
'  (f'  —  c)-  —  ■2(rt  —  r)?/  =  b-  —  -iby  cos  .r, 
d'où 


(2) 


cos  (A  —  ./■) 


c-  —  (a  —  b)^  +  ^(a  —  6)y 
2cy 


<)ii  riiiiiiiicrH  ,'•  par  la  relation 

cos  (A  —  .<;)  =  cos  A  cos  x  -(-  sin  A  sin  .>" 

ce  qui  ciiiidnil  à  l'équation  du  second  degré  ci-dessous,  dans  la((uelle 

m-  =  b-  —  (a  —  c)'-  =  ^(p  —  a)  {p  —  c) 

n-  =r  c-  —  (a  —  b)'-  =  4(i3  —  a)  (p  —  ft> 

Ci)  4  )  bi(a  —  bf  +  c^a  —  0^  —  ibc{a  —  b  'a  —  c]  cfis  —  A  —  ô-ici^sin^A  (  y 

-1-  '1  5  h-n^'a—b)  -\-  c^m-{a  —  c)  —  bcm-{a  —  6)  cos  A  —  bcu-  a  —  c)cos  A  {  y 

+  ô^n*  ■\-  c'hn^  —  "ibcm-n-  cos  A  =  o. 
(|u'on  jieul  écrire,  pour  abi'éper, 

'iM.v-  +  4\'/  +  P  =  o. 

Le  dernier  terme  : 

A  (  \.) 

V'-.(b>i-  —cm"-)''-  -i-  \bcya-n-  sin-     =  t6  jj  — a)-j(6  — c  -  jj  — a)-+4*-c-si»^  '  ( 

est  positif,  quel  que  soit  le  triangle  .VBC. 
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>■  peut  s'écrire  : 

Kr=:8;i3  — a)j(p  — «  ^6  — c- 4-^*0  ?iii^^-[  a  — h)  (j;  — ci  +  (a  — cj  J)  — 6]^ 

et,  en  verlu  de  i'hypotliëse  a  >  6  >  c  est  également  positif. 
D'autre  part,  eu  remplaçant  aie  cos  A  par  b-  -\-  c^  —  a-,  on  a  : 

'^l=:a^-\-b'<^c'*-\-abc\a-\-b^c) — abla'^^b-) — ac-a--TrC'-]~bc'h-^G'-  — ^^c-sin^A. 

Soit  S  l'aire  du  triangle;  on  sait  que  : 
—  a'*  —  b''  —  c'  +  la-b-  -\-  -la-c-  -\-  ->.b-c-  =  iGS-      et      Z'-ô-'-^in-.V  =  4^-, 
d'où 
M^2a2i2-i-2a-c--|-  ■ib'-c'^-{-bc{a- — b-—c''--\-ab'\c- — a-—b'-  -\-ac  b'-—a-—c'-)—->oS'- 

C  B  \ 

M=2«262siu2-  +  4rt-e2sin'--  +  4*'c-siu-' 20S-,  ou  enfin 

2  2        ^  2 

M=.4b^^tg^;^    +    lg^-    +   tg^--2J 

=  4  I  {p  —  ayi(j)  —  *2)  +  (2?  —  «;  -Q)  —  c)-  +  (i;  —  *  ^  jj  —  r  -  —  2S^  ,j 
La  formule  >'-  —  MP.  par  un  calcul  (jui  présente  plus  de   longueurs  que 
de  difficultés,  se  réduit  à  : 

^'^  —  MI'  =  645-5c'*siuU  sin--^(j3  —  a)2(^  _  ^,)  (^  _  c)  =  '^^^. 
2  2J~ 

On  A-oit  donc  que  les  racines  de  l'équation  (3)  sout  toujours  réelles  ;  mais 
pour  qu'elles  soient  acceptables,  il  faut  qu'elles  soient  telles  que  cos  .x-  et 
cos  '(A  —  .1')  soient  moindres  que  i  en  valeur  absolue,  et  comme  y  est 
essentiellement  positif,  il  suffit  que  1/  soit  supérieur  à  la  plus  grande  des 
quantités  {p  —  b  ou  [p  —  c),  c'est-à-dire  seulement  y  >  (p  —  c)  en  vertu 
de  l'hypothèse  «  >  6  >  c. 

La  discussion  est  donc  très  simple,  puisque  >'  et  P  sont  positifs. 

1°  Si  M  est  positif;  pas  de  solution  car  les  racines  sont  toutes  deux  né- 
gatives. 

2"  Si  M  est  négatif;  racines  de  signes  contraires.  La  racine  positive  sera 
acceptable  si  elle  est  plus  grande  que  ji  —  c. 

Application  numérique  (^proportion  de  la  figure) 

a  =  6,      M  =  —  3i4,75,      N  =  9i9i5,      P  ::=  11  106, 

b  =  5, 

c  =  4.       y  =  4'77.  -"^  =  32050'.  H.  Lecocq. 

SOLUTION  DE  LA  QUESTION  714 

{Suite,  voir  n°  d'avril,  p.  120) 


La  première  de  ces  expressions  pourra  s'écrire 

.X-       "^       y 
Or,  cette  dernière  cxiiression  est  forcément  supérieure   à   2,   elle   est    eu 

effet  égale  à  2  +  ' -, 

quantité  supérieure  à   2  puisque  r' est  plus  jrand  que  y. 
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On  résonnerait  de  même  dans  le  cas  où  l'on  aurait  .e  <,  tj  \  A  .c  =  y. 
il  est  évident  que  -  +  7;  est  égal  à  2. 

On    di''mnidreriiil    ili>   la  nir-mc    inanit-rc  que  (  E  +  "  )  et  (  "-  +  -  j  sont 

supérieurs  à  j.  Donc  la  somme  de  ces  trois  expression?  est  supérieure  à  ti. 

C.  Q.  H.  D. 

Remarque.  — L'inégalité  (j)  exprime  une  propriété  qui  peut  s'énoncer 
ainsi  : 

Si  la  somme  de  trois  nombres  est  égale  à  l'unité,  la  somme  de  leur? 
inverses  est  plus  grande  que  z. 

Cette  propriété  peut  être  facilenieni  généralisée.  On  démontrerait,  en 
effet,  de  l;i   même  l'ai^-on  que  nous  venons  de  le  faire  pour  trois  nombres, 

que  si  l'on  a  n  nombres,  a,  h,  c,  »i,  tels  que  a  -\-  b  -\-  c  4- -(-  «j  =  1 

on  a  la  relation 

abc  lit 

Cette  propriété  conduit  elle-uiêuie  h  une  propriété  encore   jtlus  générale, 

qui  s'en  déduit  immédiatement  : 

Si  la  somme  de  n  nombres  est  égale  à  a,  la  somme  de  leurs  inverses  est 

,  n» 
supérieure  a  —  . 

(Remarquons  que  dans  le  cas  dea  =  è  =  c=  =  m,  cette  relation 

devient      +  ;  H h  +  —  =  —  ;  de  même  que,  dans  les  cas  parti- 

CL  O  C  7)t  et 

culiers  examinés  plus  liaut,  on  aurait       +,  +  — 1-  +  —  =:  n^,  ou 

'  a,        b    '    c  ni 

•'•  '  ?/      - 

Solution  de  MM.  de  la  "Vaissière,  A.  Droz-Farny,  Saint-Goyens, 
Alfredo  Schiappa  Manteira,  Plakhowo,  Svéchnicoff,  Georges 
Stambolieff. 

QUESTIONS  PROPOSÉES 


Si,  dans  un  triangle,  l.i  ({((jilc  d'Kuler  est  parallèle  au  ccJté  RC,  0  étant  le 

centre  du  cercle  circonscrit,  -N  le  centre  de  gravité  du  périmètre  du  Iriangle, 

h  la  bauteur  correspondante  au  côté  RC  et  r  le   rayon    du   cercle   inscrit, 

_,        0/2  —  h^ 
on  a  ON    =         ^g        • 

Jorge  F.  d'Avillez). 

Soient  ilcux  cercles  <laiis  le  plan  et  un  point  quelcon(|nc  A  ;  on  prend  la 
polaire  de  ce  point  A  par  ra|)porl  aux  deux  cen-lcs.  Ces  [uihiircs  se  cnu|)ciil 
en  M.  On  joint  A  et  M.  Soit  I*  le  milieu  de  lu  lungueur  AM.  Démontrer  (jue 
le  point  I'  esl  toujours  situé  sur  l'axe  radical  des  deux  cercles  quelle  que 
soit  la  loi  ilr  iir'pj.'ii-enienl  ilii  poiiil   A  dans  le  plan 

Léopoid  Massip. 
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Un  cercle  variable  0"  intercepte  sur  deux  circonférences  données  0  et  0' 
de  rayons  R  et  R',  deux  cordes  égales  de  longueur  donnée  2?  ; 

I"  Lieu  de  l'intersection  des  cordes  interceptées  (axe  radial  de  0  el  0';  ; 

2°  Lieu  du  centre  0'  pour  les  cinq  positions  relatives  des  cercles  0  et  0' 
(hyperbole  ou  ellipse.  H.  Lecocq. 

On  donne  deux  couronnes  circulaires  auxquelles  on  mène  des  cordes  pa- 
rallèles AB,  A'B'  tangentes  aux  cercles  intérieurs. 

Lieu  des  points  de  rencontre  des  droites  AA',  BB'  ou  AB',  BA'  qui  joignent 
leurs  extrémités  (quatre  cercles).  H.  Lecocq. 


Etant  donnés  un  cercle  0  et  un  point  P  dans  son  plan  ;   mener   un   dia- 

PA 
mètre  AB  tel  que  le  rapport  f^  soit  donné  et  égal  à  un  nombre  a. 

Vazou. 


Etant  donnés  deux  cercles  0  et  0',  trouver  un  point  P  tel  que  si  l'on 
mène  de  ce  point  des  tangentes  PM,  PM'  aux  deux  cercles,  l'une  de  ces 
tangentes  PM  ait  une  longueur  donnée  l  et  que  l'angle  P.MP.M'  ait  une 
valeur  donnée  V.  Vazou. 

Etant  donnés  une  droite  £c'a;  et  un  point  A  dans  son  plan,  déterminer 
sur  .v'cc  une  portion  de  droite  BC  de  longueur  donnée  a  qui  soit  \-ue  du 
point  A  sous  un  angle  donné.  Vazou. 

Etant  donnés  un  cercle  0  et  un  point  A  dans  son  plan,  mener  à  ce  cercle 
une  tangente  CB  de  longueur  donnée  a,  telle  que  la  droite  AM  joignant  le 
point  A  au  nùlieu  de  BC  ait  une  longueur  donnée  m.  Vazou. 

Etant  donnés  un  cercle  0  et  un  point  A  dans  son  plan,  mener  à  ce  cercle 
une  tangente  CB  de  longueur  donnée  a  et  qui  soit  vue  du  point  A  sous  un 
angle  donné.  Vazou. 


I 


Le  Directeur-gérant, 

Georges  MARIAUD. 


SAINT-AMAND    (cher),   IMPRIMERIE   SCIENTIFIQUE   ET    LITTÉBAIRE,    BUSSIÉRE   fRÉRES. 
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PREMIÈRE  PARTIE 

Questions  proposées  aux  Candidats 


.  -  A  I/ECOLE  SPECIALE  MIIJTAIHE  S^-GYR 


!23(>.  ^Ialliéniati<|ucs.  —  Dans  un  cercle  de  rayon  R 
placer  trois  cordes  de  longueurs  données  a,  B,  y  de  manière  à  ce 
que  le  triangle  formé  par  leurs  intersections  soit  semblable  à  un 
triangle  donné  ayant  A,  13,  G  pour  angles.  —  Expression  des 
côtés,  de  la  surface  et  du  rayon  du  cercle  circonscrit.  —  Cas  par- 
ticulier du  triangle  équikitéral.  H.  Lecocq. 

Uti't,  —  Déterminer  dans  le  plan  d'un  triangle  ABC  un  point  0 
tel  que  pour  les  trois  triangles  OAB,  OAC,  OBC,  le  produit  des 
trois  cotes  soit  le  même.  H.  Lecocq. 

"238.  Kpure.  —  Dans  le  plan  horizontal  de  côte  0,  on  donne 
un  cercle  de  rayon  o,o5  centimètres  et  langent  à  la  parallèle  aux 
grands  cùlés  du  cadre  passant  par  le  centre  de  la  feuille.  Le  point 
de  contact  w  étant  ce  centre  même.  Le  point  S  tel  que  OcoS  =  o,i5 
centimètres  est  la  projection  du  sommet  du  cône  de  côte  o,i5  cen- 
timètres. Un  prisme  pontagonal  régulier  est  horizontal,  son  arôte 
supérieure  passe  par  le  point  S  et  est  parallèle  aux  grands  côtés 
du  cadre.  —  Intersection  de  ces  deux  corps.  Massip. 

SSS"»'*.  Calcul  trigonométrique.  —  Résoudre  un 
triangle  connaissant  0  =  25678'", 4^,  (^  =  75238,48,  C=='25°4â  56"7. 
!239.  Questions  d'Oral.  —  On  donne  deux  parallèles  A 
et  B.  Sur  A  on  prend  deux  points  a  et  3  sur  B  un  point  •;.  On 
joint  Py-  On  demande  de  tracer  par  a  une  sécante  telle  que  la 
somme  des  triangles  soit  maximum  au  minimum. 

II.  -  A  L'INSTITUT  xXATIOXAL  AGUONUMIQUE 


I 


'i  10.  "liatliénuitiques.  —  Calculer  les  côtés  d'un  triangle, 
connaissant  r' ,  r"  et  a  -t-  ^  =  /.  Construction  géométri(jue. 

Vazou. 

Calculer  et  construire  les  ci'ités  d'un  triangle,  connaissant  )■',  r'" 
et  B  —  C.  Vazou. 

JOrilN.VI.    ut    M.MII.    kl.K.M.     —     IH'.tS.  '.) 
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Construire  un   triangle,   connaissant  a,  h  -i-  c  =^  l  et  la  lon- 
gueur a  de  la  bissectrice  de  A.  Vazou. 
ÎÎ4  I .  —  Calculer  par  logarithmes 

1/7845  ^T.—  nr. 
j^  — . 

(i  H-  1  842)'y/5966^' 

HA^,  Physique  et  Cliiinie.  —  A  Tun  des  plateaux  d'une 
balance  hydrostatique,  on  suspend,  par  un  fil  de  poids  négligeable, 
un  morceau  de  zinc  plongeant  dans  de  l'eau;  le  poids  de  ce  zinc 
dans  l'air  est  de  200  grammes. 

A  l'autre  plateau,  on  suspend  de  la  même  façon  un  morceau  de 
platine  plongeant  dans  du  mercure. 

1°  Tout  l'appareil  étant  à  la  température  de  0"»,  quel  doit  être  le 
poids  du  morceau  de  platine  pour  que  la  balance  soit  en  équilibre 
d'elle-même,  sans  poids  ni  tare? 

2"  La  température  de  tout  le  système  élant  alors  portée  à  5o°, 
quel  poids  doit-on  mettre  pour  rétablir  l'équilibre,   et  dans  quel 
plateau  de  la  balance? 
Données  :     Densité  de  l'eau  à  o" 0,999871  ; 

—  du  mercure  à  o"    .     .     .       13,696; 

—  du  zin  à  o» 6,8 

—  du  platine  à  o" .     .     .     .      21,16; 

—  de  Teau  à  ;")0"    ....         0,9882. 

Coefficient  de  dilatation  al)sohie  du  mercure  entre  o»  et  100".  ^l.~  ; 

6  000 

—  —         linéaire  du  zinc 0,0000294  ; 

—  —  —  platine 0,0000087. 

III.  —  AU  BACCALAURÉAT 
LETTRES- MATHÉMATIQUES 
ÎÎ43.  Hlatliéiiiatiques.  —  On  donne  l'équation 

(2  COS  a  —  \)x-  —  ^X  H-  4  COS  a  4-  2  =  0, 
désignant  un  angle  aigu. 

1°  Pour  quelles  valeurs  de  a  les  racines  sont-elles  réelles? 

2°  Quels  sont  les  signes  des  racines  pour  ces  valeurs  de  a? 

3°  Rendre  le  produit  des  racines  calculable  par  logarithmes. 

{Ail  choix).  —  a)  Démontrez  les  théorèmes  relatifs  à  la  théorie 
du  plus  îjrand  commun. 

h)  Théorie  de  l'extraction  de  la  racine  carrée. 

c)  Caractères  de  divisibilité  par  3  et  y. 
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!244.  Physique.  —  Un  tube  cylindrique  de  longueur  L  est 
ouvert  à  ses  deux  extrémités.  Une  partie,  de  longueur  l,  est 
plongée  vorlicalement  dans  une  cuve  à  mercure.  On  ferme  alors 
et  on  maintient  fermé  avec  le  doigt  l'orifice  supérieur  du  tube, 
puis  on  élève  verticalement  le  tube  tout  entier  jusqu'à  ce  que  la 
partie  inférieure  cesse  de  plonger  dans  le  mercure  de  la  cuve.  On 
demande  de  caculer  la  longueur  x  comprise  entre  les  niveaux  que 
le  mercure  occupait  dans  le  tube  dans  la  première  et  dans  la 
seconde  position.  On  désigne  par  H  la  bauteur  du  baromètre  pen- 
dant l'expérience. 

Application  (  i»  L  =  o™,85,       l  =  o",32,       H  =  o'",74. 
numérique,  j  2°  L  =  o"",8o,       l  =  o",6o,       H  =  o'°,8o. 

[Au  choix).  —  a)  Bouteille  de  Leyde  —  batteries. 

h)  Foudre  —  paratonnerres. 

c)  Aimanis  naturels  et  artificiels  —  pôles. 

IV.  —  BACCALAURÉAT  (LETTRES  —  SCIENCES) 

245.  .>ln(liéitiafiqiics.  —  Calculer  les  coordonnées  du 
point  A  symétrique  du  point  B  par  rapport  à  un  point  C,  B  a 
pour  coordonnées  a,  P;  G  a  pour  cooi données  y,  0. 

{Au  choiv).  —  a)  Centre  de  gravité  d'un  trapèze,  d'un  prisme. 

h)  Réduction  d'un  nombre  quelconque  de  forces  appliquées  à 
un  corps  solide  d'abord,  à  trois,  puis  à  deux. 

0)  Condition  d'équilibre  d'un  corps  solide  libre  sollicité  par  un 
nombre  quelconque  de  forces. 

îî  I5*>'*.  Physique.  —  Le  courant  produit  par  une  pile  de 
100  éléments  Bunsen  passe  dans  un  circuit  extérieur  dont  la  ré- 
sislance  es!  égale  à  10  obms.  On  demande  quelle  sera  l'intensité 
du  courant  si  l'on  dispose  les  100  éléments  en  4  séries  de  20  clia- 
cune,  associées  en  batteries.  Comment  faudrait-il  disposer  les 
éléments  pour  rendre  maximum  l'intensité  du  courant?  —  Force 
élortromotrice  d'un  élémoiil  Bunsen  :  1,»)  volt  :  résistance  inté- 
rieure de  cet  élément  :  0,1  obm. 

Slî»'*""  (.1;/  choir).  —  a)  Pendule  et  applications. 

h)  iMachine  d'atwood  et  lois  de  la  cbule  des  corps. 

c)  Dcnsilc  lies  ga/. 
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AUX  ECOLES  D'AGRICULTURE 


1246.  Arilliiiiélique.  —  Une  personne  avait  placé  une 
somme  à  5  "/,.  Elle  l'a  retirée  au  bout  d'un  an  et  du  capital  réuni 
aux  intérêts  elle  a  fait  deux  parts.  Le  tiers  est  employé  à  acheter 
de  la  rente  à  4  '/o  "/o  ^^  cours  de  ni,  ce  qui  donne  un  intérêt 
annuel  de  35o.  Les  deux  tiers  qui  restent  sont  ])lacés  à  3  ",  „  et 
donnent  6o3  francs  d'intérêt  par  an.  On  demande  quelle  somme 
cette  personne  avait  d'abord  placée  et  quel  est  le  cours  du  3  "/q. 

.«^»it.         /.Il  /      /278  q4o  H- v/7  528 

•Î46bi».  _  Calculer  .r  =       /  %  /  - ^    ^        ,^^IJ= — 


/      7278  940  H- VJ7  5 

\  /  V^      ^  X  v/6y54 


\  j.  _  AUX  ECOLES  DE  COMMERCE 


S47.  Ai'itliiiiétiqiie. —  Une  roue  qui  n  14  dents  tourne  de 
5  dents  en  9  secondes.  U^ne  autre  roue  fait  21  tours  pendant  que 
la  première  en  fait  25.  Combien  les  deux  roues  feront-elles  de 
tours  en  3  heures  4o  minutes  et  3o  secondes. 


348.  .4l£:èbre.  —  Résoudre  zx  h-  2  ^'a-  -h  x- == 


DO- 


v/a^  -h  cc^ 


248"»'».  —  Calculer  :  .r  =y  V^j  578  +  ^^yo  628 

DEUXIÈME  PARTIE 
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brairie Félix  Alcati,  loS,  boulevard  Saint-Germain.  Prix  :  6  francs. 

Le  nouveau  programme  de  Saint-Cyr  a  fait  faire  des  progrès  à  la  Géo- 
métrie cotée  iusqu"ici  troji  dédaignée.  Après  les  remarquables  ouvrages  que 
nous  avons  déjà  signalés,  d'autres  ont  vu  le  jour,  beaucoup  sont  sous 
presse.  jM.  Caron,  dont  tous  les  professeurs  et  tous  les  élèves  connaissent 
déjà  la  Géométrie  Descriptice  h  l'usage  des  classes  de  Spéciales  vient,  avec 
l'autorité  qui  s'attache  à  son  nom,  de  faire  paraître  sa  Géométrie  Cotée. 

Le  texte  en  est  clairement  rédigé,  les  figures  y  sont  nettes;  de  nombreux 
exercices  théoriques  et  numériques  intéresseront  les  candidats  et  les   forti- 
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fieront  dans  leur?  études.  L'ouvrage  est  divisé  en  quatorze  livres  et  chaque 
livre  on  rhai)itres.  Ces  derniers,  dans  les  différents  paragraphes  qui  les 
composent,  renferment  toutes  les  queslious.  Pour  que  nos  lecteurs  s'en 
rendent  comptent,  nous  allons  leur  détailler  le  livre  X,  par  exemple,  relatif 
aux  surfaces  de  révolution  : 

CHAPITRE   1 

I.  Propriétés  des  surfaces  de  révolutions. 

II.  Déterminer  un  point  d'une  surface  de  révolution.  —  Plan  tangent 
en  ce  point. 

III.  Contours  apparents. 

CHAPITRE  II 

I.  Plan  tangent  parallèle  à  un  plan  donné. 

II.  Points  brillants. 

III.  Plan  tangeyit  agant  son  point  de  contact  sur  une  parallèle  donnée. 
P>\  Plan  tangent  ai/ant  son  point  de  contact  sz(r  un  méridien  donné. 

G.  M. 

TROISIÈME   PARTIE 


QUESTION  716 

Démontrer  que  : 

a' h-  _  (a.-  -\-  h-) 


(a-sin-6  +  b-cos-e)-(a+sin2e  -(-  b'»cos-6)  a-b^       a*sin26  +  b^cos^O 

_  '^'  +  ^"'^  î l 

a^b-i       a"^sin-9  +  b^cos-ô       a'-sin^e  +  b2cos26)2' 

E.-N.  Barisien. 
Solution,  [)ar  A.  Droz-Famy. 
Représentons  respectivement  par  A,  B,  C  les  trois  termes  de  droite;  ou  a  : 

.   „  a-  +  6-,-  g-sin-O  +  &-cos-6)  —  [a- -{- b-     Q*sin-6  +  ô'cos^ôi 

a-6-;a*sia^6  +  6«coiW)  (a-'sin26  +  ô^cosSÔ; 
_  «2  +  Ô2 


(«^sin-6  4-  6«cos''0)  (a-sin-0  -f-  b-coi-H)  ' 
n  _  (-  _  (9lLi_*i)  («-sin-if)  +  62cog29)  —  (atsin-6  -f  b*coiib) 
(a^sin^O  +  6*cos"-9)  (a^sia'âe  +  èiicos-6)2 

_ «262 

~  (a^sin'^Ô  -f  62i^s2eV2  (a*siu-'6  +'6*cos20)" 

A.  Droz-Farny. 
Solutions  exactes  de  M.M.  Plakhowo,  Stamboliefl". 

(Jl  ESTIONS  717  ET  TIS 


917.    —    Comment    jieut-on    écrire    immédiatement     les     carrés    des 
nombres  de  la  forme  ion  +  :'>  et  looa  -f  5?  (a  <  lo' . 

Jean  Negretzu). 
718.    —    Les   carrés   de    nombres  de   la   forme    loa  +  5.  looa  +  :j  et 
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I  oooa  +  5  étant  stipposés  formés,   comment  jient-on  écrire   immédiate- 
ment les  racines  carrées. 

(Généralités)  (Jean  Negretzu  . 

Elevons  le  nombre  loa  +  5  au  carré,  nous  aurons  looa-  -i-  looa  +  20. 
Prenons  maintenant  100  comme  diA-iseur  commun,  —  nous  aurons 
ioo{rt'-  +  a)  -f  25,  ou  looa^ff  +  i)  -|-  23;  cela  veut  dire  que  si  le  uombre 
est  ïoa  -f  5  pour  former  son  carré,  il  ne  faut  que  multiplier  le  nombre  a, 
par  son  suivant  et  écrire  à  la  fin  aô. 

Si  nous  avons  looa  -j-  ^  élevons  ce  nombre  au  carré,  nous  aurons 
10  oooa-  +  I  oooa  -|-  aâ.  Prenons  maintenant  100  comme  diviseur  commun, 
nous  aurons  ioo(iooa-  +  loa)  -f  aô,  ou  ioo[^ioa^ioa  +  l'J  -\-  25.  Aiusi  le 
carré  du  nombre  ioo6i  =  5  sera  égal  à  io«(ioa  +1}  et  à  20  écrit  à  sa 
droite.  Si  nous  aA'ons  i  ooocr  +  5,  élevons  ce  nombre  au  carré,  nous  aurons 
I  000  oooa-  +  10  oooa  +  25.  Prenons  de  nouA-eau  100  comme  diA'iseur 
commun,  nous  aurons  loo'io  oooa--(-iooa)  +  35  ou  iooriooa(iooa  +  i}'l-f  ^5. 

Ainsi  on  peut  généraliser  ce  problème  en  disant  que  tout  nombre,  ayant 
à  sa  gauche  un  nombre  quelconque  suivi  de  quelques  zéros  et  terminé  par 
un  5,  élevé  au  carré,  sera  égal  au  nombre  de  ces  dizaines,  multiplié  par  ce 
même  nombre  augmenté  d'une  unité,  et  ayant  25  à  sa  droite. 

Si  nous  aA'ons  maintenant  looa  +  106  +  5,  et  si  nous  relevons  au  carré, 
nous  aurons  (looa  -f-  lob)^  -\-  lo^iooa  -(-  loè  -f  25  =  10  oooa  +  2  ooo/v 
+  1006"^  -f  I  oooa  +  looè  -1-  25  ;  prenant  100  comme  diAÙseur  commun, 
nous  aurons  ioo(iooa-  -f  206  -\-  b-  -{-  10a  -\-  h)  +  20  ;  où.  prenant  a  +  6 
comme  diviseur  commun,  nous  aurons  ioo[  loa  +  è)  (a  +  6  -f  i )  J  -f  25. 

Si  les  carrés  de  ces  nombres  sont  formés  comme  par  exemple  : 
looai^a  +  I  -f  25,  alors  on  pourra  écrire  tout  de  suite  la  racine  carrée  de 
ce  nombre. 

a  désigne  les  distances,  cela  veut  dire  que  si  a  est  multiplié  par  a  -f  '• 
la  racine  carrée  de  ce  nombre  sera  loa  +  5,  —  et  ainsi  de  suite. 

La  racine  carrée  du  nombre  ioo[ioo(ioa  -f  i)J  +  25,  sera  :  looa  -f  5; 
sa  racine  carrée  du  nom]3re  lool  io«  -j-  6)  (loa  +  6  +  i)|  +  25  sera 
looa  -f-  \oh  -~-  5,  en  suuposant  bien  entendu  que  a  <  10  et  que  h  <  10. 

N.  Plakhowo. 

Solution  exacte  :  M.  L'Huillier. 

QUESTION  719 
Solution,  par  M.  A.  Boutin 

Dans  tout  triangle  T  de  sommets  A,  B,  C  : 

1°  Le  produit  des  distances  d'un  sommet  aux  quatre  centres  des  cercles 
tangents  aux  trois  côtés  est  éf/al  au  produit  des  carrés  des  deux  côtés 
aboutissant  au  sommet  considéré. 

2°  Le  produit  des  douze  dislances  de  chacun  des  centres  des  cercles 
tangents  aux  trois  côtés  de  T  est  égal  à  Ioj  quatrième  puissance  du  piro- 
duit  des  trois  côtés. 
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3''  I.e  produit  des  segmsnls  inlevceplés  jja»-  les  sommets  de  T  4M;'  les 
eûtes  du  triangle  formé  par  les  centres  des  cercles  inscrits  à  T  est  égal 
au  carré  du  produit  des  trois  côtés  de  T. 

4**  Le  rayon  du  cercle  divonscrit  ati  triangle  formé  par  trois  quel- 
conques des  quatre  centres  des  cercles  tangents  au.v  côtés  de  T  est  égoX 
au  double  du  rayon  du  cercle  circonscrit  à  T. 

jo  L'aire  du  triangle  formé  par  le  centre  des  cercles  ex-inscrits  à  T 
est  équivalente  au  produit  du  périmètre  de  T  par  le  rayon  de  son  cercle 
circonscrit. 

6"  Les  aires  des  triangles  formes  par  les  centres  des  quatre  cercles 
tangents  d  ï  sont  inversement  proportionnelles,  chacune  au  rayon  du 
cercle  tangent  dont  le  centre  )i' est  pas  un  sommet  du  triangle. 

"■j"  On  considère  le  triangle  dont  un  des  sommets  est  le  centre  du 
cercle  ex-inscrit  dans  l'angle  A  et  les  autres  sommets  sont  B  et  C. 

On  considère  les  deux  triangles  analogues.  Le  p^^oduit  des  aires  de 
ces  trois  triangles,  multijilié  jmr  le  produit  des  rayons  de  leurs  cercles 
circonscrits,  est  égal  au  cube  de  Vaire  de  T,  mnltiplié  i^ar  le  cube  du 
rayon  de  son  cercle  circonscrit.  (E.-N.  Barisien). 

1°  Des  formules  connues  : 

AI  r= 

On  tiro  : 


2"  Le  produit  des  douze  distances  en  question,  d'après  le  paragraphe 
précédent,  est  :  b-c-.a-c-.a^b-  =:  a^b*c^. 

3"    Bi'.Bi  .AI  .Ar.ci'.cr  =  jLr-'^rip-mp-o)'  _  „,^o,,_ 

sin-2-  sin--  sin2- 

2  2  2 

4°  I  est  l'orthocentre  du  triangle  l'I'I  ,  donc  les  quatre  triangles  obtenus 
en  prenant  trois  quelconques  de  ces  points  pour  sommets  ont  même  cercle 
circonscrit  ;  son  diamètre  a  pour  valeur  : 

cos  - 

2 

5"  L'aire  considérée  a  pour  expression  : 

T  -\  R  P 

IT'.ri"  sin  r  =  8R-C0S  -  cos  -  cos  -  =  apR. 

2  2  2  2^ 

6"  On  a,  comme  au  paragraphe  précédent  : 

,  A  A 

l)C  nos  cos  —  , 

l|,,j.,.   I  _ 2^     2  CMC 

"  *    ■"  a  B         C  —  àbc  ~"B         n  ~  "âr" 

cos  -  cos  -        —  .  a  cos  -  cos 

2  2  2  2  2 

d'où 

m  ..•■  ^  iri  .r  -  -rr  iri'.).  '  ^  =  ^rs  —  -^j.wr  -  in.,-. 


cos  ■ 

2 

Ai.Ai.Ar.Ar 

—         A'       •"           .     A  ' 

cos                       sin 

2                                          2 

_  P{P  —  «,)    p  —  b)  ip  — 

Al' 

0  ... 

p  —  b 

~     .     A 
sm  - 

2 

V          A 

sin2-  cos2- 
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7"  Le  produit  de  Taire  d'un  des  triangles  considérés  par  un  rayon  de  son 
cercle  circonscrit  a  pour  expression  : 

«  l'B.rC  a  p  —  b\  {p  —  C) 

'  4  sin  -  sin  - 

a  ?. 

d'où,  pour  la  quantité  cherchée  : 


abc     (p  —  q-)^(y  —  ^y'-yP  —  Cj-  o^i^  __  4.303 

M~  •         .   ,A       .   ,B       .   ,C       ~      6/,      —  *  ^•• 
'  sin2      .  sin-      .  sin^  ' 

'2  '2  '>. 

Solutions  :  MM.  L'Huillier,  L.  Goyens,  A.  Droz-Fàrny. 


QUESTIOx\  721 
Solution,  par  M.  Ernest  Foucart 


Montrer  que  si  les  trois  côtés  a,  b,  c  d'un  triangle  vérifient  la  rela- 
tion 5(a2  +  b2  +  c2)  =  6(bc  +  ca  +  ab), 
le  centre  de  gravité  du  triangle  est  situé  sur  la  circonférence  du  cercle 
inscrit.  E.-N.  Barisien. 

L'équation  du  cercle  inscrit  est 

^»  COS   -      \'x  =:   G. 


On  a  cos2- 


,A   _  (a  +  6  +  c)  [b  +  (î 


2  libc  ' 

(i)  peut  donc  sëcrire 

V  t  /(«  +  b  +  c)  {b  +  c  —  a[~  _ 
Zà  V  P^ 

"''  2a\/ p^— •^"=«- 

Les  coordonnées  du  centre  de  gravité  étant  inversement  proportionnelles 
aux  côtés  correspondants,  ce  iwint  sera  sur  le  cercle  inscrit  si 
V^       /b  -4-0  —  a  I 

•v;i     . 

c'est-à-dire  si  ^    »/A  -(-  c  —  «  =  o, 

ce  qui,  tous  calculs  faits,  donne 

5(a-  +  b-  +  C-)  =  6  ôc  -j-  ca  +  ab). 

C'est  la  relation  indiquée. 

Solutions  exactes   de   MM.   Boutin,   Jorge    F.  d'Avili ez,  A.  Droz- 
Farny,  L.  Goyens,  Plakhowo,  L'Huillier,  Francis  Dauzats. 

QUESTION  722 


1°  Dans  le  triangle  rectangle  isoscèle,  si  le  rapport  de  l'hypoténuse  au 

...      ,  •        ,      ni    ^  p     .,      ,  .        ,      p  +  2q    ^  m  -f-  2n 

cote  est  compris  entre    -  et     ,  il  est  compris  entre  - — - — *  et  -. . 

^  û        q  ^  p  +  q         m  +  n 
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■i"  Dans  le  Irlanyli:  équilatéral,  si  le  rapport   de   la   hauleur   au    cote 

m       p    .,  .        ^      4ni  +  3n    .  4p  +  ^*l 

est  roninris  oitre  —  et   - ,  il  est  compris  entre  ,.^    .      .  et  ff- — : — -  . 

i"  Le  rappurl  e:?l  vu.  Supposons  -  >  \  2  et  cherchons  a,  },  '(.  0  tels  ([ue 

;p  +  0? 

On  déduit  de  cette  inégalité 
Elle  sera  satisfaite  si  l'on  a 


Y  V2  —  a 

ou  ^J  —  2Y  +  \  2  (a  —  0;  •<  o. 

En  particulier,  le  ler  nombre  s'annule  si 

a  =:  0,      7  =  1,      ?  =^  2. 

-•1  i>  ^  •  ^'P  +  20     ,  . 

M  donc  on  a  -  >  \  2,  on  a  aussi  -     ,    .      <  \  2. 
g  P  +  f^l 

2°  Le  rapport  est  —  .  Nous  avons   à   chercher   les   valeurs   de   a.  ji.  Y»  ^ 

,  ,,                .  m     .  v!i                am  +  "^n  ^  \l'^ 
telles  nue  si        <       .  on  a , — —-  <  — 

on  en  iléduit 

et  on  doit  avoir 

2a  —  Y  *  •>        •* 

ou  bien  2  \  iî  (o  —  a    +  3Y  —  4?  ^  o- 

En  particulier,  le  premier  nombre  est  nul  si  l'on  a 
a  =  0.      Y  =  4,      ?  =  3. 

...  m    ^\\  .  A»n  +  3n     .  v3 

M  donc,  ou  a  ~  <    -,  on  a  aussi  ,-• — , — ---•  <    -  . 

On    vérifie    également    ciue    les    valeurs   a  :^  5  =  4'   T  —  3»    ^  =  i  de 
l'énoncé  satisfont  à  l'inégalité  précédente.  H.  L'Huillier. 


OUESTIOX  72;i 
ïïoluliun,  i)ur  M.  Jorge  d'Avillez 

En  désignant  par  h,,  h^,  li;.  les  hauteurs  relatlces  aux  côtés  BC,  CA, 
AB  d'un  triangle  ABC;  par  r,,  v^,  r^  les  rayons  des  cercles  exinscrits 
correspondants,  on  a    notations  ordinaires 

Dair  Daglou. 
On  sait  que  ,,  =  ^^(E^^ÇZI) 

^^i  —  a  V  ^'' ^  —  ^MP  —  ^'    P  ~  '■» 


142  JOURNAL  DE  MATHÉMATIQUES  ELEMENTAIRES 

donc  (fiV  =  rr-^2  =  ^^^-PP^ . 

et,  de  même  (7-)    =  ,-/ tw  =  -— S"-i>— ■•, 

^  (>-8  —  '•'- 

Ji^l         l\{p  —  c  -  I'"'- 

Oii  aura  alors 

/'■i\"  _L   /!:2\"^    I     /LsV'  —  (>-i  —  rf^  +  ^^r.;  —  )-)^  +  (rg  —  r)-^ 
donc 

iriY  '  l'-A-  L  i'i^v  -  ''j:  +  ''i'  +  '•-'  +  ^'-  - ^'•^'•'  +  '"^  +  ''"' 

En  substituant  ci-dessus  les  formules  connues 

''r  +  ''2-  +  ''3-  =  16U-  —  '■-  —  \.('-  +  fj-  +  '^■")) 
a-  -\-  b-  -\-  c-  =  ip-  —  a/'-  —  HP»)-. 

''i  +  ''i  +  ''3  =  'l'>  +  '•, 
on  a  finalement 

SR2    +    ,.2  _  ^,2 


sr+(fcr  +  ter 


Solutions  exactes  :  MM.  Plakhowo,  Boutin. 


QUESTION  72:) 
Solation,  par  Svéchnicoff  à  (hiralsk 


Les  perpendicuîau-es  élevées  respectivement  aux  côtés  AB  et  AC  du 
triangle  ABC  par  les  sommets  B  et  C  coupent ,  l'une  au  point  B',  Vautre 
au  point  C,  la  bissectrice  intérieure  de  l'angle  BAC.  Démontre)-  que  le 
cercle  tangent  en  A  à  AB,  et  2>assant  par  B',  et  le  cercle  en  A  à  AC  et 
passant  piar  C  se  coupent  sur  la  médiane  isstie  de  A. 

(M.  d'Ocagne  . 

Soient  P  et  Q  les  centres  de  ces  cercles  et  B"  et  C"  les  milieux  des  droites 
AB'  et  AC.  Les  triangles  semWales  APB"  et  AQG"  donnent  ÂP  :  ÀQ  =  ÂF  :  ÀC 
d'où  l'on  a  ÀP  :  AQ  =  ÂB'  :  XG.  Les  triangles  semblables  ABB'  et  ACC 
donnent  AB'  :  A(?  =  AB  :  AC  Ainsi,  on  a  AP  :  AQ  =  c  ;  ô.  Continuons 
la  droite  CA  et  prenons  ÂD  =  AC.  Alors  BAD  =  PÂQ.  Les  triangles  APQ 
et  ABD  sont  semblables.  Il  en  résulte  que  AQP  =  ADB.  Soit  M  le  point 
d'intersection  des  circonférences  P  et  Q.  BÂM  =  QÂM  =  Q.\B  ^  (90°  —  AQP) 
—  (90°  —  BAC)  =  BAC  —  AQP  =  BAC  —  ADB  =  <  ADD.  Donc,  la  droite 
AM  est  parallèle  à  Bl)  et  le  point  M  est  situé  sur  la  médiane  du  triangle 
ABC  issue  de  A. 

Solutions  exactes  :  Ernest  Foucart,  A.  Droz-Farny,  Francis 
Dauzats,  L'Huillier. 
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QUESTION  72fi 
Solution,  par  Ernest  Foucart 

Soit  AHCD  un  rjuadvilaliTc  dont  les  diar/oiiales  .se  cotipent  en  Ck  à 
angle  droit.  Les  perpendiculaire^!  élevées  en  A  à  AB  et  en  C  à  VA)  .se 
coupent  en  II  ;  les  perpendiculaires  élevées  en  B  «  AB  et  en  D  à  CD  se 
coupent  <!n  I.  Les  symétriques  du  poiit  H  par  rapport  à  A  et  C  sont  a  et 
Q,  du  point  \  par  rapport  à  U  et  I),  b  et  d.  Oh  i^rend  les  isotumigues 
a,  p,  Y,  S  des  points  C,  D,  A,  B  respectivement  par  rapport  aux  segments 
OA,  OB,  OC,  OD.  Démontrer  que  les  droites  ax,  bjï,  cY,  «lo  sont  perpendi- 
culaires à  la  direction  commune  des  droites  aj3  it  '(ô. 

M.  d'Ocagne). 

Bémonlrons  que  «a  c:^l  iierpeiuliiMilairc  à  a'i  (lomonsi rations  analogues 
pour  les  autres  cas  . 

Soit  ABU  =  0.      CDU  =  0'. 

On  a  îfCÀ  =  6,      AHC  =  0  —  6'. 

Le  triauKle  AHC  donne  alors 


Le  triangle  3!0,'i  donne 

On  sait  (pii'  dan<  un  triangle  quelconque,  on  a    notation  habituelle 

...        c  —  h  cos  A 
Potg  li  =  --^i-y^-x-  • 

OIIp  formule,  a[)iili([ur'e  au  triangle  Aa^.  donne 

.           .            -V    OC  +  AC    ■    ^'"  ^'  .,.  cos  9 
^.     -i — -        Aa  —  \a  cos  aAa          '           sin    9  —  9) 
cet  g  Aaa  =  ^r^ '. — ^, i 

Aa  sin  aAa  aC    .    ^'"  ^   ,,    sin  9 

sm  (9  —  0  ) 
,.pSin(9 — 9')       ...     .    f. 
colg  Xxa  =  _^ilLi^"-C__  =  OC(cotg9-cotge)+ACcotg9 

AC  AC 

,      .     ■        AO  cote  9  4-  OC  éolg  9'        BO  +  OD        BD 
roi^  Aaa  -  ^^  _         ^^        _  ^^, 

(2  cotg  Aaa  =  ^. 

La  comparaison  de  (i    et  (2)  montre  que  a  3  et  az  sont  rectangulaires. 

C.O.F.n. 

QUESTION  727 
Solution,  par  Ernest  Foucart 


Soient  a,  h,  c  les  sommets  d'un  triangle,  O  le  cercle  inscrit  à  ce  triangle 
cl  0  le  centre  de  ce  cercle.  On  mène  à  o  une  tangente  quelconque  T,  elle 
rencontre  la  droite  oa  en  un  point  d'oii  l'on  mène  une  autre  tangente 
n  O.  Cette  dernière  droite  rencontre  en  a  le  çôtr  du   triangle  oppose    au 
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sommet  a;  o»  obtient  de  même,  avec  T,  les  points-  Jii  et  y  sur  les  deux 
autres  cotés  du  triangle.  Démontrer  que  les  points  2,  j,  y  appartiennent 
à  une  droite  qui  passe  par  le  centre  o.  (Mannheim  . 

Soient  a  ,  b\  c' ,  les  points  de  contact  de  0  avec  bc,  ca.  ab  \  aj,  b^,  e,  les 
points  de  contact  avec  0  des  tangentes  qui  déterminent  les  points  a,  jâ,  y. 
m  le  point  de  contact  de  T.  Les  droites  mai,  '"^ii  "'^i  sont  respectivement 
parallèles  à  b'c ,  c'a' ,  a'b'.  Il  est  alors  facile  de  A-oir  que  b^c  =  b'cî 
b^à!  =  b'a^.  Donc  a^a' ,  b^b',  c^c'  sont  parallèles.  Les  points  a,  |i,  y  sont 
évidemment  sur  une  même  droite  passant  par  o  et  perpendiculaire  à  la 
direction  commune  de  ces  droites. 

Solutions  exactes  :  MM.  Francis  Dauzats;  A.  Droz-Farny;  L'Huil- 
lier. 

QUESTION  728 


Etant  donnés  trois   nombres  positifs  x,  y,  z  tels  que  x  -f  y  +  z  =  i  ; 
on  a  :  1°  x2(i  —  X;  +  y-(i  —  yi  +  z-,i  —z'>b{i  —  2X;(i  —  2yj(i  —izj; 
20     (i  -^1(1  -y)(i-z)  g. 

(I   —  2Xj   (I   —  2y)  (l   —  2Zj  -^       ' 

30  xyz  >  -, .  J.-F.  d'Avillez. 

Il  faut  prouver  que  [i  —  2j;)  11  —  2y)  ii  —  22)  <  xyz.  Si  nous  rempla- 
çons l'unité  par  a'  +  y  +  c^,  nous  aurons  à  prouver  que 

■^-  +  y  +  ^)  [-x  +  -  —  1/!  (=  +  y  —  *')  <  ^y-. 

Développons  le  premier  nombre  ;  nous  aurons  : 

x-^z  -f  yj2  +  iy  -i-  7f-s  -\-  .fy2  4-  ^-2  _  2.>.T2,j-  —  x'i  —  ys  —  z^  <  xys, 
OU,  en  simplifiant,  nous  aurons 

Xvyc  +  x-i  +  j3  _|_  2/3  >  xzx  +  ^,  +  y^iy  +  ")  +  ^yi-*^  +  y)^ 

et  si  nous  avons  l'inégalité  (a)  'ixy^  <  x^  -\-  y^  -\-  -■%  ce   qui  peut  être 
prouvé  facilement  et  en  retranchant   cette  inégalité  de  la  proposée,   nous 
aurons    2{.i-»  +  y''  +  ^^)  >  ^vs{x  +  z)  -\-  yz{y  +  :)  +  xy[x  +  y). 
ce   qui  est    facile  à  démontrer  directement,  puisque  x-  -f  y-  >  -ixy,  et, 
maintenant,  en  multipliant  cette  inégalité  par  :c  +  y,  nous  aurons 
^(,.:i  -I-  1/3  +  xy[x  +  y)>  2xy{x  +  y. 

En  simplifiant  .v''  +  y''  >  xy(x  +  y)  ; 

et  de  même  y^  +  z'^  >  y-T(y  +  J),  et  j^  +  x-^  >  ■2x(z  +  j.-). 

.\joutons  ces  inégalités  membre  à  membre 

-iix"-  +  y-i  +  z-i)  >  xy(x  +  y)  +  yz(y  +  z)  +  .tjc(.-  +  x), 
et  t^i  cette  inégalité  est  vraie,  nous  aurons  l'inégalité  à  prouver 

(i  —  ix)  (i  —  22/)  (I  —  iz)  <  A-y^  ; 
ef  nous  aurons 

lo  .^2(1  —  .^0  +  //-(i  —  y)  +  --(i  —  -r)  >  é(i  —  2Û,')  (i  —  2î/)  ,1  —  -îz)  ; 
et  iiar  là  est  résolue  partiellement  la  question  1704,  proposée  par  M.  Weill 
dans  les  Nouv.  An.  1893. 

.jo  llsn^J'^  ~~  y\^f  ~  ■^'    >  y  ;  mais  cette  inégalité  n"est  pas  juste  si 
(I —2x){i  —  2y){i  —  2z)-^ 
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l'un  des  facteurs  du  dénominaleur  devient  négatif,  puisque  le  quotient 
devient  aussi  négatif  et  quune  quantilé  négative  ne  peut  jamais  être  plus 
grande  qu'une  quantité  positive.  Quant  à 

■''!/^<^■ 

Elevons  au  cube  l'équation  de  condition,  nous  aurons 

.,.:!    ._    y-i    ^    y^    +  ?,  ^,r-2{y  +  j)  +  yi(.r  +  j)  ^  cH.V  +  y)]  +  hxifZ  =   l 

Ola  vi'iil  dire  que  hxyz  <  <.">  \x'Ki  —  .•;)  -f  y-fi  —  ?/)  +  --(i  —  z)\, 
el  puis,  comnie  il  a  été  prouvé  que 

bxyz  <  A'^d  -  .-•)  +  ijKi  -  y)  +  z-\i  -  :), 
t'ii  mullipliant  cette  inégalité  par  3,  nous  aurons 

x^ryz  <  3  \xi  +  (I  -  .r;  »/2(i  ~  y)  +  .-2fi  -  z)\, 

ajoutons  ces  inégalités,  nous  aurons  il\xyz  <  i,      où      ci'yz  <  -^ . 

J"ai  dit  que  l'inégalité  (a)  est  facile  à  démontrer 

^'  -î~  y-  >  2,ry  ;      a;2  -|-  -2  >  ay?  ;      ■:-  +  x-  >  aj.»-, 
ajoutons  ces  inégalités,  nous  aurons  en  simplifiant 

•■'•"-  +  2/-  +  ~-  >  -^2/  +  y*  +  -•''■ 
.Multiplions  cette  inégalité  par  x  ■\-  y  ■\-  z,   nous  aurons   ou  simplifiant 
■•''•'  -r  2/''  +  *■■'  >  ^>''i/-- 

Plakhowo. 
Solutions  exactes  :  .MM.  L'Huillier,  Alfredo  Schiapper  (Monte'iro j. 

Dans  tout  triangle  on  a  sin  '~  sin  -^  sin  ~^-    et  quand  l'égalité  a  lieu 

le  triangle  est  équilatéial. 

.     .V    .     B    .     C  (p  —  a)  0)  _  ^,)  (;,  _  c) 

sin  -    sin  -    siu — r -    -     . 

a  3  a  «oc 

0,1  =  (6  +  c  —  g)  (r  +  g  —  6)  (g  +  6  —  c) 

et  nous  avons  démontré  que  «if  >  (6  +  c —  o)  (c  +  a  —  A;  a  -(-  /.<  —  c), 
cela  veut  dire  que  sin  '—  sin  -  sin  -  <  „,  et  si  le  triangle  est  équilatéral, 
a  —-  b  =^  c.  Alors  le  numérateur  devient  égal  au  dénominateur  et 

sin  y  siu  -  sin  -  -=  ^.  Plakhowo. 


QUESTION  TM 
Soliilion,  par  Svéchnicoff 


Rendre  ratiuiint'lle  l'equallon 

i  '      'Y    l    '       A 

\x-i  -^  y-i  I    —  y «•-'.-•<  +  //-i/'/  =  o. 

E.N.  Barisien. 
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On  trouve  puccessivemeiit 

5.  ?  i     ;'»  1  :■,  2.  2 

:c  ^  +  /|iy  -^  .V-  -\-  hy  ■! X  •■'  -|-  ^^-if-x  :'  4-  y  ■!  —  a-x  -^  —  h'^y  ■^=-,  o 

■)  2  ;  ^  i 

.:e5(.>.2  _|_  ^_y2  _  ai)  +  y  s(/,a;2  +  y2  _  ^2)  =  _  ^,^:!     5^ 

,r2(a;î  +  /i;y2_a2)1  +  ,y2(4.r5+  y2  _  J2j3_  i8y2a?2(,r2  +  /,y2  _  a2j(/,^2  _^  î/^  — />2^ 

;=  —  2i6?/''^;c''. 
SOLUTION  DE  LA  QUESTION  7i2 


8o(V  lionne  un  triangle  ABC  e£  soient  Aj,  Bj,  C,,  les  points  où  les  mé- 
dianes coupent  le  cercle  circonscrit  au  triangle  ABC.  Si  S  et  Sj  repré- 
sentent les  surfaces  des  triangles  homologiques  ABC  et  A,  B,  C,  on  a  la 

relation  —  — ■ ■ 

S         |^2[b2  +  c-'j  —  a2][p.(a2  +  c2;  —  b2][3(a2  +  b^)  —  c^] .   * 

Jorge  F.  d' Avillez. 

Soient  M  le  point  de  rencontre  des  médianes  du  triangle  ABC:  A',  B',  C 

les  pieds  des  médianes;  w„,  Wi,  nie,  les  longueurs/les  médianes  AA',  BB', 

ce.  On  sait  que 

,  s        „        lib'  -\-  C-)  —  a-          „        2(a'  +  c')  —  h-          ,        -iÇa  +  b')  —  c- 
(i)  nia-  =  -5^ — - — ,-^ mj2  _  _v ! — ^ ,„^2  _  _v !^_j 

4  4  4 

Le  triangle  MAB  et  MAjEi  sont  semblables.  On  a  donc  pour  le  rapport  de 
leurs  surfaces 

MAiB,  __  MK[^  _  (MA'  +  AiA')2  _  \?,  "'"  +  '^'^'^ 

^'^         MAB  -'m'"       m'      "        m' 

Or,  AjA'  +  AA'  =  CA'  +  AB,       AjA'  +  mu  =  ",' . 

4 

Donc  A|A'  =  ''^—^,  et  comme  MB  =  ^  nii,,  l'expression  (a)  devient 

MAiJîi  ^  9(4m,.2  4_  3q2)2 
MAB  576/»„'-w,,2      ■ 

Mais,  d'après  (i)      L\m,.-  +  Za^  =  -îia^  +  b-  *f  c2). 
Donc  MA,Bt  _  p(a2  +  7.2  +  c.2,2 

^''"^  ^ÏÂB    -  ~i44»;*„2„,,2       • 

Or,  MAB  =  ~AA"B  =  |; 

.)  .) 

par  conséquonl, 

3  MA,fi,  =  -^v+^;  t/^. 

l'l4m„2H,j2 

En  faisant  la  somme  des  trois  aires  MAiEj,  MA, G,  et  MBiC,,  on  a 

g  _3S(ft'+^>'  +  c')2^  I  I ,  I  I   3S'«2-|-&2^_c2)2(„,„24_„;,24,ffl^2) 

En  remplaçant  »i„,  j»t,  })),  par  les  valonis  (1),  on  trouve  l'expression 
proposée. 
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Remarque.  —  On  trouve  aussi  que 

Â7b;'     ,  A^C;'    ,  ÏÏ)C|'  _  3S| 

Air        Vf;        HC         ^ 

(E.-N.  Barisieni. 
Solutions  exactes  :  MM .  Ernest  Foucart,  Francis  Dauzats,  L'Huillier. 

(JUESTIOX  Tin 
Solution.  [)ar  Ernest  Foucart 


L'inverse  de  la  longueur  commune  dci  demi-droites,  issues  du  point 
de  Jerabek  d'un  triangle,  est  égale  à  la  so)nme  des  inrei-scs  des  cotés  du 
triangle.  (Jorge  F.  d'Avillez). 

Les  coordonnées  du  point  de  Jérabek  sont 

_  aS  a(b  +  c)  —hc 
~~  a   bc  +  ca  -\-  ab'' 

aS  b(c  -\-  a)  —  ca 

•^         b   bc  -}-  ca  -\-  ab' 

^  aS  c(a  -\-  b]  — ab 

c    bc  -\-  ca  -\-  ah  ' 
La  longueur  de  la  demi-droite  issue  du   ijoint   d"abcisse   x  étant   donnée 
par  la  formule 

I 4S 

l       ff(2S  —  ax)' 
on  a  pour  la  demi-droite  issue  du  point  de  Jérabek 

'  - 4^ i    ,    I    ,    I 


\  oc  +  ra  -f-  fih  I 


Solution  exacte  :  Francis  Dauzats. 


SOLUTION  DE  LA  QUESTION  Tr.G 

Par  Jorge  V.  d'Avillez 


ABC  est  un  triangle  isoscéle.  On  abaisse  sur  la  base  laperpe^idiculaire 
AIL  Sur  cette  droite,  on  a  le  centre  0  du  cercle  inscrit  au  triangir  AIîC 
et  le  point  D  où  elle  rencontre  le  cercle  circonscrit  à  ARC. 

Démontrer  que  si  AO  est  double  de  lll)  le  triangle  .\lî(-  r\t  rquHatéral. 

Mannheim. 
SOLUTION 

Si  AO  =  alll),  on  a.  en  siibslifuanl  les  valeurs  eonnnes 
A  .  /£=lf  ^  ',K  _  ./r,. 

V     V         ' 

H  étant  le  rayon  «lu  cercle  lirciwiscril  el  h  .  la  Manieur  Ail. 
On  a  encore 


\   ib  -\-' Il   ~     > 


/S 
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donc,  comme  l'on  a  ^  ^^  /  '^^^^^'  —  "^ 

.,     .     ,  ,       /aè  —  a  a- 

il  vient  « 


y  ah  +  a       '^!^—ai' 


et  h'ih  —  a)  =r 


'>.b  —  a  ' 


On  n  donc  1  égalité 

y/'  —  ^ab"  -f-  a'-i-  =  aS 
latjuelle  est  vérifiée  par  h  ^  a\  doue,  le  triangle  est  équilaléral.. 

Jorge  F.  d'Avillez. 
ï^olution?  exactes  :  MM.  Jeunet,  Plakhowo,  Brand,  A.  Droz  Farny, 
Goyens. 

QURSTIONS  PROPOSKES 


L'aire  du  triangle  ayant  pour  sommets  les  projections  du  centre  de  gra- 
vité sur  les  côtés  est  égale  à  ^--^^ — ^f,  .,      ^    , 

a,  b,  c  et  S  désignant  les  côtés  et  l'aire  du  ti'ianglo  donné. 

(E.-N.  Barisien  . 

Soient  :  A',  B',  G'  les  pieds  des  l)issectrices  intérieures  du  triangle  ABC  ; 
0  le  point  de  concours  de  ces  bissectrices;  A",  B",  C"  les  milieux  de  AA'. 
BB',  ce  ;  S  et  ajj  la  surface  et  le  périmètre  du  triangle  ABC  ;  ï  la  surface 
du  triangle  A'It'C".  Démontrer  les  relations 

(E.-N.  Barisien). 

Soient  :  A',  B',  C  les  pieds  des  bissectrices  intérieures  d'un  triangle  ABC; 
0  leur  point  de  concours  ;  A",  B",  C"  les  milieux  des  bissectrices  AA',  BB', 
ce  ;  p,  r,  R,  le  demi-périmètre,  le  l'ayon  du  cercle  inscrit  et  le  rayon  du 
cercle  circonscrit  au  triangle  ABC,  S'  l'aire  du  triangle  A'B'C  Démontrer 
les  relations  AA'.BB'.CC  =  4p.S', 

OA.OA'.OA'.OB.OB'.OB'.OC.OC'.OC"  =  'Ji^-l^^LT  =  4«i*_ 

j/-i  S2 

(E.-N.  Barisien"». 

Soient  :  S  le  centre  des  symédianes  d'un  triangle  ABC  ;  A',  B',  C  les 
projections  du  point  S  sur  les  côtés  BC,  CA.  AB.  Montrer  ([ne  les  trois 
triangles  0B'C'.  /iC'A',  flVB'  sont  équivalents,  E.-N.  Barisien  . 

s_       5  

:    j     ^','*^   ."  Le  Directeur-gérant, 

''"^'"    '"*'  (koRGEs  MARIAUD. 

S*INT-AI«A"<|1    (cHIR).    IMPHlMEnif    SriIÎXTIFIQLU    I-T    I.iTTbllAI  IIE,     HUSSIÈRE    I-tlÉllES. 
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PREMIÈRE  PARTIE 

Questions  proposées  aux  Candidats 

I.  -  A  L'ÉCOLE  SPÉCIALE  MILITAIUE  S^-CYR 


249.  ^latliéniatîques.  —  On  donne  une  parabole  de 
sommet  S,  de  foyer  F.  Sur  l'axe  on  prend  un  point  E  tel  que  FE 
soit  égal  aux  deux  tiers  de  FS.  Au  point  0  tel  que  FO  =  FE 
(0  entre  F  et  S)  on  élève  la  perpendiculaire  à  l'axe.  On  joint  le 
point  E  au  point  mobile  ;-».  parcourant  cette  perpendiculaire.  La 
droite  qui  joint  D  et  j-i  (D,  intersection  de  l'axe  et  de  la  direc- 
trice) rencontre  la  parabole  en  v.  On  joint  0  et  v  qui  rencontre 
E.ui  en  M.  Lieu  du  point  M  quand  le  point  [j.  décrit  la  perpendicu- 
laire élevée  en  0  à  l'axe  de  la  parabole.         Léopold  Massip. 

•J4Î)  bis,  —  On  donne  un  demi-cercle  de  diamètre  AB.  On 
trace  une  corde  variable  CD  parallèle  à  AB.  On  projette  C  en  E 
sur  AB.  On  joint  E,  D.  Du  point  B  on  abaisse  la  perpendiculaire 
Bl  sur  ED.  On  prend  le  milieu  M  de  BI  et  on  lire  EM.  Déter- 
miner la  position  de  CD  telle  que  le  triangle  EBI  soit  maximum. 
Déterminer  la  position  de  CD  telle  que  EM  soit  perpendiculaire 
à  BI. 

250.  —  Décrire  au  milieu  de  la  feuille  une  circonférence  de 
centre  S  et  de  R  r=:  ^  centimètres  et  mener  dans  cette  circonfé- 
rence :\  rayons  faisant  entre  eux  consécutivement  des  angles 
de  120°. 

Le  point  S  et  les  extrémités  a,  b,  c,  des  rayons  ont  respective- 
ment pour  côtés  : 

Sr^ia^^jîô;       a  =  2'='",5o;       &  =  4'^"',25  ;       c  =  ^i^.jô. 

Ces  3  droites  SA,  SB,  SC  déterminent  un  trièdre  dont  on 
demande  de  trouver  les  6  éléments. 

2"  Le  trièdre  et  le  PII  forment  un  tétraèdre  que  l'on  construit 
et  on  demande  de  déterminer  la  spbèro  inscrite  dans  le  tétraèdre, 
ainsi  que  la  plus  courte  distance  de  deux  droites  opposées. 

3°  On  mène  dans  l'intérieur  de  ce  tétraèdre  un  plan  N  à  chaque 
face  et  à  une  distance  de  cette  face  =  8  centimètres,  on  enlève 
les  petites  pyramides  ainsi  détachées  par  chacun  des  plans  et  on 
demande  do  représenter  le  solide  restant. 

La  sphère  inscrite  sera  tracée  en  rouge. 

joi;nNAi,  i»K   MATii.   ki.i'm.  —  1808.  jq 
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250  •»'».  Calcul  Irig'ouoiiiëli'lque.  —  Résoudre  un 
triangle  connaissant  : 

h  =  ii-i.'^^'jb,       a  =  i825'",45,       A  =  28°3i'4o''5. 

250  •«'".  Questions  d'oral.  —  Démontrer  que  la  surface 
d'un  trapèze  est  égale  au  produit  de  l'un  des  côtés  non  parallèles 
par  la  distance  à  ce  côté  du  milieu  du  côté  opposé. 

II.  —  A  L'INSTITUT  NATIONAL  AGRONOMIQUE 

251.  Mathématiques.  —  I.  Résoudre  un  triangle  rec- 
tangle en  A  connaissant  le  périmètre  -ip  et  l'angle  B  au  moyen  de 
formules  calculables  par  logarithmes. 

Cas  particulier  B  =  60°. 

251  ••'*.  —  Résoudre  l'équation  : 

cos  ix  H-  ^{-zyn  —  5)  cos  .^  -h  3  =  0 

et  discuter  en  faisant  varier  m. 

•  •   •  sm  ^cc 

251  **•■.  —  III.  Maximum  et  minimum  de  :  — . 

sm  X 

252.  Calcul  logarithmique.  —  Calculer 


\/^v^ 


.       .        .281  478  H-  75  781  . 

2,4789 —  1,665  -+-  1826 
253.  Physique.  —  Un  tube  recourbé  ABCDE  se  termine 
par  deux  branches  verticales  cylindriques  AB  et  DE  et  dont  les 
diamètres  ont  respectivement  6  centimètres  et  1  centimètre.  On 
verse  du  mercure  dans  le  tube  jusqu'à  ce  que  le  niveau  M  dans 
la  branche  DE  soit  à  3o  centimètres  de  l'extrémité  E,  puis  on 
achève  de  remplir  le  tube  DE  avec  de  l'eau.  On  demande  de 
déterminer  quelle  sera  alors  la  position  de  la  surface  de  séparation 
du  mercure  et  de  l'eau  dans  le  tube  DE.  On  place  ensuite  dans  le 
tube  AB  un  cylindre  du  poids  de  4  kilogrammes  reposant  sur  la 
surface  du  mercure  et  faisant  fonction  de  piston.  On  demande  de 
déterminer  la  nouvelle  position  de  la  surface  de  séparation  de 
l'eau  et  du  mercure  dans  le  tube  DE. 
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III.  —  AU  BACCALAURÉAT 
LETTRES- MATHÉMATIQUES 


254.  Mafhéiiialîques.  —  On  donno  un  demi-cercle  ACB, 
de  rayon  R  ;  sur  la  tangente  AT  perpendiculaire  au  diamètre  AB, 
on  porte  AM  tel  que  AM  =  x,  puis,  du  point  M,  on  mène  la  tan- 
gente MC.  On  demande  : 

1°  De  calculer  en  fonction  de  R  et  de  x  les  distances  du  point  G 
au  diamètre  et  à  la  tangente  ; 

'i°  De  déterminer  x  de  manière  que  la  somme  de  ces  deux  dis- 
tances soitégale  à  une  longueur  donnée  m,  telle  que  CD  -v  AD  =  ?«. 
—  Discussion, 

Au  choLv)  :  Mesure  du  temps;  jour  solaire  vrai  ;  jour  solaire 
moyen. 

2^  Sujet  :  Lois  de  Kepler  ;  inégalité  des  saisons. 

3"  Sujet  :  Détermination  de  la  longitude  et  de  la  latitude. 

!2oo.  Plijsîqiie.  —  Etant  donné  un  aéromètre  de  Beaiimé 
pour  liquides  plus  denses  que  l'eau,  on  constate  que  si  on  vient 
à  en  augmenter  le  poids  de  -i  grammes  en  introduisant  de  la  gre- 
naille de  plomb  à  son  intérieur,  il  s'enfonce  dans  l'eau  pure 
jusqu'à  la  division  1 5  de  la  tige. 

Sachant  qu'une  dissolution  de  sel  marin  contenant  85  parties 
d'eau  et  l'i  parties  de  sel  a  une  densité  de  i,ii4.  on  demande 
quels  sont  pour  cet  aéromètre  :  son  volume  jusqu'au  zéro  de  la 
tige  :  le  volume  d'une  division  ;  son  poids  initial. 

Au  choix)  :  i"'  Sujet  :  Microscope. 

2"  Sujet  :  Lunette  astronomique. 

3"  Sujet  :  Lunette  de  Galilée. 

Dans  ces  trois  sujets,  il  faudra  construire  les  images,  indiquer 
la  niurehe  des  rayons,  définir  et  mesurer  la  puissance. 

IV.  —BACCALAURÉAT  (LETTRi:S  —  SCIENCES) 

!iî5(>.  ^Iiilliéiiialicuies.  —  Deux  barres  homogènes,  de 
mêmes  matières  et  de  mêmes  dimensions  transversales  AB,  CD, 
peuvent  tourner  librement  en  leurs  extrémités  A  et  C  autour  de 
deux  (.harnièros  horizontales  I  et  J  qui  traversent  une  tige  AC. 

On  suit  que  ce  système  pesant  est  en  équilibre  dans  un  mémo 
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plan  vertical  lorsque  les  baires  AB,  CD  horizontales  sont  réunies 
par  la  tige  AG  verticale  et  par  un  fil  F  vertical  et  que  la  barre 
AB  est  supportée  par  un  fil  F  dont  la  droite  prolonge  celle  du 
fil  F',  en  rasant  l'extrémité  B  de  la  barre  AB. 

On  regarde  le  poids  de  la  tige  AC  comme  négligeable,  et  on 
demande  de  calculer  : 

CD 

r  Le  rapport  ^^  de  la  longueur  des  deux  barres  ; 

2°  La  tension  du  fil  F,  la  tension  du  01  F'  et  la  compression  de 
la  lige  AG  estimées  en  prenant  comme  unité  de  force  le  poids  de 
la  barre  AB. 

Au  choix,  a)  Construire  les  intersections  d'une  droite  donnée 
par  ses  projections  et  d'une  sphère  donnée  par  son  rayon  et  par 
les  projections  de  son  centre. 

b)  Construire  l'angle  de  deux  plans  donnés  par  leurs  traces. 

c)  Construire  l'angle  de  deux  droites'  données  par  leurs 
projections. 

îîo7.  Physique.  —  Entre  deux  conducteurs  A,  B  supposés 
sang  résistance  sont  disposés  3  groupes  de  2  lampes  à  incan- 
descence dont  la  résistance  individuelle  est  de  i^'^^.S.  Ces  conduc- 
teurs sont  reliés  aux  deux  pôles  d'une  batterie  de  4  éléments  de 
pile  dont  la  force  électromotrice  et  la  résistance  individuelles  sont 
respectivement  i^°",8  et  o"''°',5.  Parmi  les  3  arrangements  ra- 
tionnels de  ces  4  éléments,  en  existe-t-il  qui  détermineront  un 
courant  plus  intense  ?  Quelle  sera  alors  la  quantité  de  chaleur 
rayonnée  par  seconde  dans  chaque  lampe  ? 

Au  choix)  1^''  Sujet  :  Capacité  électrique  mesure,  au  moyen  de 
l'électromètre  de  la  capacité  d'un  condensateur. 

•2^  Suiet  :  Effets  calorifiques  des  courants.  —  Loi  de  Joule. 

3*^  Sujet  :  Eclairage  électrique. 

V.  —  AUX  ÉCOLES  D'AGRICULTURE 


258.  Arilliiiiéliqiie.  —  Deux  robinets  A  et  B  sont  ajustés 
à  un  réservoir.  On  ouvre  A,  on  laisse  couler  le  quart  du  liquide  ; 
puis  on  ouvre  B,  et  le  réservoir  achève  de  se  vider  par  les  deux 
robinets  en  i  heure  1/4. 

Si  on  avait  d'abord  laisser  couler  B  jjendant  une  demi-heure  et 
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ensuite  ouvert  le  robinet  A,  le  réservoir  aurait  achevé  de  s'épui- 
ser en  1  heure  -,  par  les  deux  robinets. 
7 
Quel  temps  faudra-t-il  à  chaque   robinet,   coulant  seul,    pour 

mettre  le  réservoir  à  sec. 


•^58  bi8.  _  Cahuler 


/  '  I  75  280 


VI.  —  AUX  ECOLKS  DE  COMMERCE 


259.  ArilliiiiétiC|ue.  —  L'no  personne  avait  placé  une 
somme  à  5  Vo-  ^^"^  1  ^i  retirée  au  bout  d'un  an  et  du  capital 
réuni  aux  intérêts  elle  a  fait  deux  parts.  Le  tiers  est  employé  à 
acheter  de  la  rente  4.5  Vo  '^^  cours  de  iio,  ce  qui  donne  un 
intérêt  annuel  de  35o  francs.  Les  deux  tiers  qui  restent  sont 
placés  en  rente  S  V„  et  donnent  6o3  francs  d'intérêt  par  an.  On 
demande  quelle  somme  cette  personne  avait  d'abord  placée  et  quel 
est  le  couis  du  3  "/o- 

259  bis.  Algèbre.  —  Résoudre  : 

log  X  H-  log  y  =  2 
x^  —  7?/*  =  5i3. 

259  »e^  Calcul   logarithmique  (voir  258  bi»). 

DEUXIÈME  PARTIE 

BIBLIOGRAPHIE 


Sur  la    polaire   d'un   point  par   rapport   à   une  conique,   par  A.  TrssoT. 

Lil)rairie  Ch.  Delagrave,  i.î,  rue  Soufflot. 

Les  lecteurs  de  ce  Journal  se  souvieuueul  de  l'étude  ([ui  fut  insêr»>e, 
sur  la  polaire  d'un  point  par.  rapport  à  une  conique.  Cette  élude  avait 
piiiir  but,  principalement,  de  démontrer  géométriquement  des  propriétés 
d'''jà  connues  sans  doute,  mais  dont,  la  démonstration,  véritablement 
élémentaire,  n'avait  pas  encore  été  donnée  ;  en  second  lien,  d'établir 
quelques  nouvelles  propriétés.  On  se  souvient  quelle  ingéniosité  et 
quelle  élégance  M.  Tissot  a  rencontrées  dans  son  travail.  Co  travail 
n'est  évidemment  pas  classique  et  avant  sa  publication  dans  le  Journal 
de  Mathématiques,  peu  d'éli!vcs  avaient  des  notions  exactes  sur  le  nœud 
et  le  sdillani  ;  mais  il  montre  que  fort  heureusement  pour  notre  pays  et 
8on  enseif-'iif-ment,  il  y  a  encore   des   hommes   qui    aiment    la    Muth'-niu- 
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tique  (comme  diraient  Pascal  et  M.  Luisant)  ponr  la  Mathématique  elle- 
même.  M.  Tissot  est  un  de  ceux-là.  Il  est  bon  qu'en  dehoi's  des  heures 
d'enseignement,  des  professeurs,  sans  se  préoccuper  de  l'esprit  étroit  de 
programmes,  trop  souvent  mal  faits,  cherchent  des  méthodes,  des  idées 
nouvelles,  dont  eux  ou  leurs  collègues  meubleront  l'esprit  de  leurs 
élèves.  C'est  cette  recherche,  quelquefois  longue  et  toujours  patiente,  qui  a 
permis,  chez  nous,  d'élever  le  niA'eau  des  études  scientifiques  ;  c'est  le  tra- 
vail personnel  de  nos  maîtres  qui  a  soutenu  la  réputation  de  nos  grandes 
écoles  ;  mais  pour  cela  il  faut  des  qualités  intellectuelles  d'un  ordre  supé- 
rieur, et  la  patience  dans  les  recherches  mathématiques  ne  suffit  pas,  c'est 
là  surtout  malgré,  l'autorité  de  Buffon,  que  le  génie  n'est  pas  qu'une  longue 
patience.  A  l'imagination,  à  l'initiative,  à  la  hauteur  de  vues,  à  la  déduc- 
tion prompte  et  rapide,  que  doivent  posséder  tous  les  véritables  mathémati- 
ciens, il  faut  joindre  encore  les  qualités  nécessaires  pour  coordonner  tous  ces 
faits,  toutes  ces  vérités,  pour  les  présenter  sous  leur  vrai  jour,  à  de  jeunes 
cerveaux  encore  peu  habitués  à  ces  raisonnements,  pour  les  enseigner  enfin. 
M  Tissot  possède  à  un  haut  degré  toutes  les  qualités,  et  bien  d'autres 
encore,  que  nous  venons  de  signaler.  Aussi  engageons-nous  les  lecteurs  de 
ce  journal  à  relire  attentivement  le  travail  de  ce  maître  ;  ils  y  gagneront 
d'y  A'oir  leur  esprit  se  développer,  ainsi  que  la  puissance  de  leur  raison- 
nement. G.  M. 


SOLUTION  DE  LA  QUESTlOiN  l?io 


Aux  extrémités  du  diamèti-e  AC  d'un  cercle  0,  on  mène  les  tangentes 
AB   =   v   et  CD  =  u,  et  des  points  B  et  D,  les  autres  tangentes  BE  et  DF 

qui  se  coupent  en  M  ;  on  tire  en- 
suite les  couplés  de  droites  DE, 
BF  ;  CE,  AF;  AE,  CF,  qui  se  cou- 
pent respectivement  en  N,  Q  et  L. 

Démontrer  que  les  points  M,  N, 
Q  et  L  sont  sur  la  polaire  du 
point  I  de  rencontre  de  BD  avec 
AC,  et  que  la.  droite  FE  passe  par 
ce  point. 

Déterminer  les  lieux  décrits  par 
les  points  M,  N,  Q  et  L  lorsque  : 

^      ou      AB  X  CD 

AB  =b  CD  sont'constants. 


1°  On  a 


ou 
d'où 


01  =  R 


AI  _  OIJ-Jl  _ 
CI  ~  01  —  R  ~ 
P  étant  le  pied  de  la  polaire  de  I,  on  sait  que  OP.OI  =  R2.  et  par  suite, 

op  =  rL^\ 

Soient  aa  et  2,3  les  angles  CDF  et  ABE  ;  les   triangles  rectangles  OCD  et 
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OAB  donneront  : 

tg  a  =  -      tg  ,i  =  -      (1  ou      tg  a»  —  -^, rr-,      et      tg  23  =  —5- ^-5  • 

"  î*        °  '  i'  °  u-  —  U-  "^    "^        V-  —  R- 

Les  coordonnées  rectangulaires  dé  E  {x',  y')  et  de  V(x",  y")  par  rapport  à 

01  comme  axe  des  :c  et  à  l'origine  0  sont  donc  : 

l    .>r    z^  R  COS  33  =  R   -3 — I — fjTy  \  X    =  —  U  COS  -.13.  =  —  R      .,     .     T,r, 

\  '  V'  +.  R-  ^  t«-  +  R- 

i     ,        r.     .        o  aR^r  i     „        „     .  2R-?/. 

/  .V  =  R  .m  2?  =  -r-^jp      .       (  .V  -=  R  s.n  2a  ^  ^^^-^-j^ 

A  l'aido  de  ces  coordonnées,  il  est  facile  de  vérifier  que  les  quatre  points 

V  —  u 
M,  >',  Q  et  L  sont  sur  la  polaire  x  =  R  — | et  que  les  coordonnées  de 

ces  points  sont  : 

^jp  _  »v  +  R^    ,^-p  ^  îqgRii^O     Qp  _  _ï^     Lp  _    2R^> 


t;  -(-  tt  R-,»<  +  fi  r  -f-    w  r  -f  ?/  ■ 

Incidemment,  on  voit  que  M  est  le  milieu  de  QL  et  centre  du  cercle  cir- 
conscrit au  quadrilatère  QFLK. 

Observation.  —   Si   u  et  r  sont  de  sens  contraires,  le  pôle  I  devient  inté- 
rieur, et  la  polaire,  extérieure. 

2"  Lieux  géométriques.  —  Première  condition:      =  m. 
Puisque  —  est  constant,  BD  coupe  AC  en  un   point  fixe  I,  et  comme  OP 

est  aussi  constant,  les  points  M,   >',   Q  et  L   parcourent  la  polaire  de  ce 
point. 
Deuxième  condition  :  —  uv  =  m-. 

Les  équations  des  lieux  géométriques  cherchés  résulteront  de   l'élimina- 
tion des  variables  u  et  r  entre 

R(r  —  U)  ., 

V  -\-  u 
et  l'expression  (0  de  l'ordonnée  correspondante.  On  trouvera  ainsi  pour 
(M)  l'ellipse      ^m'^R'^y^  +  («i«  -|-  K^y^x'^  =  R^nf^  +  R-y\ 

(N)  l'ellipse  4R6j/2  _|_  rti^(iR^  —  m^Y^r'^  =  ?h2R2(3R2  —  m2)-\ 

(Q)  l'ellipse  Rh/^  +  m^x'^  =  m'^R-, 

(L)  l'ellipse  m^y^  +  R'^x^  =  R*. 

Troixième  condition  :  v  -|-  u  =  m.  —  On  éliminera  m  et  r  entre  : 
Ri>  —  u)  , 

V  -f-  '* 
et  l'une  des  équations  (i),  ce  qui  donnera  pour  : 
>r     la  parabole  '(R^wy  =  'jR^  -|-  m-'(R2  —  .r-'), 

(\     le  lieu  i6Rfiy  =  m(R2  —  x^)  [i2R^  —  »i-'(R«  —  xi)j, 

(Q)     lîi  parabole  aR^y    =  miRS  —  x'^), 

aR2 
(L)    la  parallèle  à  01  y  =  i_  . 

Qtiatrirme  condition  :  v  —  u  =  m.  —  On  éliminera  u  et  r  entre  : 
ll(»-  —  u, 
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et  l'une  des  équations  1,1),  ce  qui  conduira  pour  : 

(Mj    à  l'hyperbole        liRmxy  +  (m-  —  fiR^jx-  =  «i^R^ 

(N)    au  lieu  liiK'^x'^y  =  »j(R^  —  x^)  [rjR-jc^  —  m-[R-  —  j;-)J, 

(Q)    à  l'hyperbole  aRj??/  +  »'^-  =  wR^, 

2R 

(L)    à  la  droite  ;/  =  —  -c  H.  Lecocq. 

SOLUTION  DE  LA  QUESTION  236 


Dans  un  cercle  de  rayon  R,  placer  trois  cordea  de  longueurs  doublées 
a,  p,  Y  '^^  manière  à  ce  que  le  triangle  forme  par  leurs  intersections  soit 
semblable  à  un  triangle  donné  ayant  A,  B,  C,  pour  angles.  Expression 
des  côtés,  de  la  surface  et  du  rayon  du  cercle  circonscrit.  Cas  particulier 
du  triangle  équilatéral. 


ï- 


Posons      m  =  \/R- r       "^  —  V/R"  —   r      P  =  v/l- -7- 

m,  n,  p  étant  les  distances  du  centre  0  aux  cordes  données. 

Décrivons  de  ce  point  trois  circonférences  concentriques  de  rayons  m.  n 
et  p.  Menons  une  tangente  quelconque  BG  à  la  première,  et  aux  deux  autres 
des  tangentes  faisant  avec  cette  di'oite  des  angles  donnés  B  et  C,  on  ob- 
tiendra ainsi  un  triangle  ABC  répondant  à  la  question. 

Soient  H,  K,  L  les  trois  points  de  contact  des  côtés  BC,  A(;,  AB,  on  aura, 

par  projections  : 

AK  =  AL  cos  A  4-  j9  sin  A 

AL  =:  AK  cos  A  4-  n  sin  A 
d'où 

.  j^ p  +  ^'-  cos  A         ,  n  -{-  p  cos  A 

sin  A  *  sin  A 

on  trouverait  de  même  les  expressions  de  BL,  BH  et  de  CH,  CK  doù,  pour 
les  trois  côtés  a.  h,  c  du  triangle  ABC,  en  posant  : 

m  sin  A  -\-  n  sin  B  +  ^)  sin  C  ^  Q 

^  ^  Q  j^ Q^ .  _  Q 

sin  B  sin  C  sin  A  sin  C  sin  A  sin  B' 

s^  Q-  H=  -^ 

2  sin  A  sin  B  sin  C  2  sin  A  sin  B  sin  C 

Si  le  triangle  est  équilatéral,  on  a  : 

a=.b  =  c  =  ^(^+_n_+_Pi^i^ 

S  =  ("^  +  n  +  p)V3      ^^      ^  ^  2(w  +  n  ^  p) 

H.  Lecocq. 

SOLUTION  DE  LA  QUESTION  2.37 


Déterminer,  dans  le  p>lan  d'un  triangle  ABC,  un  pioint  0  tel  que,  pour 
les  trois  triangles  OAB,  OAC,  OBC,  le  produit  des  trois  côtés  soit  le  même. 
On  supposera,  dans  la  figure,  a  y  b  >  c. 
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11  faut  donc  que  : 

a  X  OB  X  OC  =  6  X  OC  X  OA  =  c  X  OA  X  OB 
OA  _  OB  _  OC 
a  b  c  ' 

Soient  D  et  D'  les  points  de  partage  de  BG  en  raison  inverse  de  AC  et  AB  : 
le  point  0  sera  sur  la  circonférence  de  liiamètre  DD',  et  son  centre  I  peut 
être  déterminé  par  les  rapports  : 

DB  _  DC  _  _a_        D  B  _  irC  _      a 
b  c         b  -\-  c  h  c  b  —  r' 

..  .  IC        c-  ,       „.  abc 

dOU  fK  =:   -r  et         lu    ^    ,7, :, . 

IB         b  b-  —  c- 

Paroillement,  on  trouvera  sur  AC  et  AB  les  centres   H   et   K  de  deux 

autres  cercles,  de  rayons  -^ 5  et  -^ r,sur  lesquels  se  trouvera  encore 

a-  —  c-       a-  —  b-  ^ 

le  point  0. 

Il  y  a  deux  solutions  symétriques  par  rapport  à  la  droite  IHK. 

Etant  donné  un  triangle  ABC,  le  point  0  symétrique  du  j^oint  de  con- 
cours I  des  trois  hauteurs  par  rapport  au  centre  du  cercle  circonscrit  est 
tel  que,  pour  les  trois  triangles  OAB,  OAC,  OBC,  la  somme  des  carres  des 
trois  côtés  est  la  mcme. 

En  effet,  abaissons  OP  et  IQ  perpendiculaires  sur  AC.  on  ;nira  : 
AP  =  CQ      et      AQ^CP. 

D'autre  part  : 

OA"  —  OC'  =  PA'  —  PC'  =  GQ'  —  AQ"  =  CB"  —  ÂB" 


d'où  OA'  +  ÀB   =  OC  +  CB 

et,  par  suite         OÂ'  +  ÂB"  +  ÔB'  =  OC"  +  CB"  +  OB' 


H.  Lecocq. 


TROISIÈME  PARTIE 


Ql'ESTION  760 
Solution,  par  Ernest  Foucart 


Etant  donné  un  cercle  <\  de  rayon  U,  d'un  point  X  de  la  circonférence 
comme  centre  on  décrit  un  cercle  C  de  rayon  K  qui  rencontre  C  en  P  et 
P',  et  un  cercle  C  de  rayon  K"  qui  rencontre  C  en  Q  et  Q'.  Calculer  les 
aires  des  triangles  APQ  et  APQ'  en  fonction  de  R,  R',  R". 

E.  N.  Barisien. 
Nous  supposons  R'  >  R'.  Le  ttieorèrae  de  Ptolcmée  donne 
2R.PQ  —  R  V  4R^  —  R-'  —  R'vJÎR-'^^R'î, 
s,  vPO  -    R'  R'  l'O        I5\  in-  -  B'-'  -  \\v\\Ki  -  R'i 
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De  même 


c  APn'  _  R'-R -PQ'  _  RV4R;^  —  R'-'  +  RV4R2  —  r'^ 

^•^^  -  ~p~  -  8R^ • 

Solutions   exactes  :  MM.    Francis   Dauzats,    L'Huillier,    Goyens, 
Plakho-wo. 

QUESTION  762 

762.  —  Un  angle  droit  xOy  est  coupé  par  deux  droites  p)aralh'-Ies   A  A' 

et  RB'.  {X,  B  sont  sur  Ox;  A',  B'  sur  Oy).  La,  perpendiculaire  abaissée  de 

0  sur  la  direction  dés  jJaralléles  considérées  rencontre  :  AA'    en    V  ;   BB' 

«»i  Q  ;  on  suppose  B'Q  =  AO. 

Déniont)-er  que  si  l'on  prend,  sur  Ox,  OH  =  QB,  ori  a 

tg  HA'O  =  tg^AA'O.  E.-N.  Barisien. 

OH  =  AO  Ig  HA'O  ;       AO  =  AO  tg  AA'O. 

.Multiplions  ces  égalités  membre  à  membre,  nous  aurons 

AO.OH  =  A'O^tg  HA'O.  tg  AA'O, 

.    Tii-n  AO.OH 

dou  tgHAO  =  ^0,j^^. 

Mais  comme  OB'  =  AO  et  OB  =  HO,  cela  Aeut  dire  que 

0Q2  =  BQ.OB'  =  A'O.AH  ;      QO  =  QB'.  tg  AA'O, 
et  QO2  =  QB'2tg2AA'0, 

et  alors  nous  aurons 

tgHA'0=.^0!^5|A:0, 

^  =  tang  AA'O  ;       Ig  HA'O  —  tgUA'O, 

ce  qu'il  fallait  démontrer.  N.  Plakhowo. 

Solutions  exactes  :  MM.  Ernest  Foucart,  Francis  Dauzats,  A.  Droz- 
Farny,  Svecknicoff,  L.  Goyens,  L'Huillier. 

SOLUTION  DE  LA  QUESTION  763 

Le  centre  du  cercle  orthogonal  aux  trois  cercles  exinscrits  à  un  trian- 
gle F  est  distant  du  centre  du  cercle  des  neuf  points  du  même  triangle 

F  de  la  longueur  i       /„,„  t-'  /ii    »t    »     •   •      x 

-\/R(R  — 3)^.  (E.-N.  Bansien). 

anticomplémentaire  de  F  est 
pour  centre  Forthocentre  H  de 
F.  La  distance  de  l'orthocentre  de  F  au  centre  0  du  cercle  circonscrit  au 
même  triangle  est  donnée  par  la  relation  connue 


\  y   On  sait  que  le  cercle  circonscrit  au  triangle 
,  '  '  orthogonal  aux  trois  cercles  exinscrits  ;  il  a  po 


OH  =  v^R(R  —  ar).      > 
Le  centre  w  du  cercle  des  neuf  points  étant  le  milieu  de  la  droite  OH,  on 
a  la  distance  cherchée  

'■>H  =  i\/R(R-2r). 

(Jorge  F.  d'Avillez. 
Solutions  exactes  :  L'Huillier,  A.  Droz-Farny,  Francis  Dauzats, 
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Si  d'un  point  quelconque  M  de  l'axe  radical  de  deux  cercles  0  et  0', 
on  nirne  les  quatre  tangentes  cr/ales  MA,  MB,  MC,  MD,  le  point  de  ren- 
contre des  diagonales  du  quadrilatcre  inscrit  ABCI)  coïncide,  quel  que 
soit  le  point  M  avec  le  centre  U  d'/ioniothétie  interne  (si  0  et  0'  so7it 
extérieurs  l'un  à  l'autre),  ou  externe  (si  0  et  0'  sont  intérieurs  l'un  à 
l'autre). 

Soient  0  et  0'  extérieurs  lun  à  lautre. 

Remarquons  d'abord  que  les  côtés  AD  et  BC  passent  par  le  centre  d'ho- 
mothélic  externe  S  de  0  et  de  0'  ;  car  A  et  D  d'une  part,  ou  B  et  C  d'aulrc 


M. 


?Vm 


^ 


part,  sont  1rs  points  de  contact  de  cercles   tangents]  à  0  et  0'  intérieure- 
ment ou  extérieurement,  à  cause  des  triangles  isocèles  AMD  et  BMC. 

Les  côtés  AU  et  CD  passent  par  les  deux  points  fixes  I  et  L  qui  sont, 
pour  0  et  0'  les  pôles  de  l'axe  radical  ;  leur  .point  de  rencontre  N  appar- 
tient au  mt^me  axe,  puisque  : 

XA  X  >B  =  ND  X  NC. 

Soient  Q  le  milieu  de  00'  =  ad;  R  et  \V  les  rayons  de  (>  et  0  ;  T 
l'expression  commune  des  tangentes  menées  de  M  ;  t.  celle  des  tangentes 
menées  de  X  et  8,  celle  des  tangentes  menées  de  P  :  posons  MP  =  m, 
NP  =  71.  On  a  d'abord  : 


d'où 
d'ailleurs 


PO"  -  PO'-  =  00'  X  aPQ  =  4d  X  PQ  =  Ri  _  R' 
Ri  —  R'2 


01  = 


R-' 
PO 


OL  ^. 


P0  = 

R'-' 
OP 


0^  -r  PI  X  PO  =  PL  X  PO'. 
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D'un  autre  côté,  des  triangles  semblables  MPO  et  NPl.  on  déduit  : 

ni  —  —         d'où  mn  =  PI  x  PO  =  O^. 

PI         « 

Il  en  résulte  : 

T^  =  ME  X  MO  =  MP  X  MN  =  m(w  +  n)  =  m^  +  6^ 

f-*  =:  i\A  X  ]N'B  =  NÔ"^  —  R2  =  n2  +  PO"  —  R  =.  h^  +  6'^  = 
=:  n{m.  +  »i)  =  NP  X  NM. 
Si   donc   on    prend  PH  =  PK  =  6,   les   deux   circonférences   de    cenlres 
M,  N  et  de  rayons  T,  t  passent   par   les   deux   points  fixes  H  et  K  et  sont 
orthogonales. 

Du  centre  M  du  cercle  circonscrit  au  quadrilatère  ABCD,  abaissons  .MG 
perpendiculaire  à  la  troisième  diagonale  XS  qui  est  la  polaire  du  point  de 
rencontre  dos  diagonales  intérieures.  Soit  U  l'intersection  de  MG  avec  00'  ; 
on  a  : 

MU  X  MG  =  MP  X  MN  =  T^ 
donc  U  est  le  point  de  rencontre  des  diagonales. 

Or,  je  dis  que  U  est  aussi  le  centre  d'homothétie  inlerne  de  0  et  0'  ;  en 
effet,  on  a,  par  la  similitude  de  PUM  et  NPS  : 

PU         n  „  .  Dv        *>- 

=   rie  don  PL   =   r,e 

m         Pb  Pb 

et,  si  l'on  désigne  par  a,  ji,  y,  S  les  intersections   de   0   et    O'  par  la  ligne 
des  centres,  on  aura,  en  partant  de  : 

e-'  =  (d  4-  PQ)2  _  Ri 

A'  —  ^Q  X   [iy  X  «T  X  1^0  pt;  _  (R  +  H')  J^y  X   ii& 

~  i6d2  ~        4d(R  —  R') 

avec  les  données  ci-dessus,  et  en  se  servant  de  : 
OS  _  0;S  ^      ad 
R  R'         R  —  R' 

on  vérifiera  facilemeut  que 

UO        R  „    ^ 

ÏÏÔ'  =  R"  H.  Lecocq. 

Dans  tout  liexagone  inscrit,  les  points  de  rencontre  de  chacun  des 
côtés  non  consécutifs  avec  la  diagonale  qui  joint  les  extrémités  des  cités 
contigus,  sont  trois  points  en  ligne  droite. 

Dans  tout  hexagone  circonscrit,  les  droites  qui  joignent  chacun  des 
trois  sommets  non  consécutifs  au  point  de  rencontre  des  cotés  contigus  à 
ceux  qui  les  déterminent,  se  coupent  en  un  même  point. 

Soit  0|02030.,0;;0g  un  hexagone  circonscrit  au  cercle  0,  de  rayon  II.  et, 
dans  le  même  ordre,  S,  (entre  0|  et  Oo),  SoSs^iS^Sg  les  i^oints  de  contact, 
sommets  de  l'hexagone  inscrit  dans  le  même  cercle. 

Des  sommets  O1O3O3  comme  centres,  avec  OjSi,  O3S3,  0^6-  comme 
rayons,  décrivons  trois  cercles  dont  les  centres  de  similitude  externe 
M(Oi  et  O3),  N(03  et  0.j\  ^{0-^  et  Oj),  sont  en  ligne  droite,  et  qui  ont  pour 
centre  radical  le  point  0. 

D'après  le  tliéorème  précédent,  les  trois  droites  SjS^,  SgSy  et  O1O.2  qui 
passe  jiar  le  point  de  rencontre  t.,  des  diagonales  du  (piadrilatere  SiSoSsS,-, 
concourent  au  point  M. 
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De  nirme  les  trois  droites  S3S;.  S.^S,  ef  O^O;  qui  passent  par  le  point  de 
rencontre  t.,  des  diagonales  du  quadrilatère  S3S;S-S.2  concourent  au 
point  >'. 

Et  enfin  les  trois  droites  S^S^,  S, S;  et  0,0-  qui  passe  par  le  point  de 
rencontre  Tg  des  diagonales  du  quadrilatère  S-.SgSiSj  conconrent  au 
point  P. 

La  propriété  est  donc  démontrée. 

D'antre  part,  puisque  ffo^^i'^iî  ^ont   les   centres  de   similitude  interne   des 
roupies  de  cercles  O1O3.  O3O;;  et  OjOj,  il  en  résulte  q>ie  les  points 
(j;,  iT«  et  M  ) 

»7o.  !J,;  et  N  >  sont  en  ligne  droite. 
cTo,  a.   et  P  ^ 

Il  en  serait  de  même  ])0ur  les  cercles  0.,0;Ott  qui  fournissent  une  autre 
droite  (centres  de  similitude  externe),  et  pour  les  centres  de  similitude 
interne  to^ss-,  considérés  deux  à  deux. 

La  seconde  partie  se  déduit  de  la  première  par  les  propriétés  des  pôles  et 
polaires  réciproques. 

Du  théorème  précédent  on  conclut  encore  que  0,03  passe  par  to,  OoO^ 
par  (73...,  etc. 

Et  que  chacune  des  trois  lignes  0,0;,  O^O-,  OgO^  passe  par  un  des 
sommets  du  triangle  déterminé  par  les  trois  droites  S, S.,,  S.,S;;  et  S3S,;. 

Remarque.  —  Les  résultats  formulés  dans  ce  môme  théorème  permettent 
de  passer  facilement  du  théorème  de  Pascal  ii  celui  de  Brianchon  et  réci- 
proquement, au  moyen  des  figures  inverses.  En  effet,  considérons  les 
cercles  0,,  0.,  de  rayons  0,S,  et  0484-,  les  cordes  de  contact  8384  et  S,Sg 
concourent  en  un  point  a'  de  leur  axe  radical  ;  soit  a  l'intersection  de  Oa' 
avec  0,0;,  on  a  : 

Oa  X  Oa'  =  R:2. 

Les  points  correspondants  },  P'  ;  y,  v'  relatifs  aux  droites  0.,0;,  et  O3OC 
donneront  de  même 

0?  X  o;î'  =  R2 

Oy  X  Oy'  =  R^. 
.\insi  les  points  a,  p,  '{  ont  pour  inverses  a'.  |i',  7';   si   donc  ces  derniers 
sont  en  ligne  droite  (théorème  de  Pascal),  les  droites  0,04,    OoO.;   et  O^Of, 
concourent  eu  un  même  point  Hiéorème  de  Rrianchon),  et  réciproquement. 

H.  Lecocq. 

REMARQUES 

Co.NCEll.WJiT    LES    FOKMCLES   F0^DA.ME>TALE3    DE    LA   TniCO.>OMÉTKlE 

par  M.  Escary,  professeur  au  Lycée  de  Foix 

1 

Les  formules  de  l'addition  des  arcs  en  trigonométrie,  savoir  : 
ces  (a  -\-  b)  =z  cos  a  cos  b  —  sin  a  sin  h 


(  sin  {  a  +  h)  -—  sin  a  cos  b  -(-  .«in  f>  co 
peuveut  être  étahlics  par  trois  niétliodes  (jui,  en  apparence,  sont  différentes, 
mais  ([ui,  an  fond,  di'-eoulenl  des  mêmes  priMci])es  comme  cela  doit  être  et 
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comme  il  est  facile  de  le  démontrer.  Dans  la  première  métliode,  fondée  sur 
la  similitude,  cest-à-dire  sur  riuterpréiaiion  arithmétique  des  constructions 
de  la  géométrie,  on  établit  d'abord  pour  le  premier  quadrant  que  ces  deux 
formules  sont  de  véritables  identités,  ou  des  égalités  de  même  espèce  que 
(2)  (a  +  bf-  =  «2  4-  v>.ab  +  *2 

où  les  deux  membres  conduisent  à  des  valeurs  numériques  égales  pour 
toutes  les  valeurs  réelles  de  a  et  de  h. 

Ce  point  établi,  on  applique  les  résultats  obtenus  dans  les  variations  des 
lignes  trigonométriques  à  celles  de  ces  lignes  qui  figurent  dans  les  éga- 
lités (i).  Ou  sait  d'ailleurs  que  ces  variations  sont  uniquement  déduites  de 
l'arithmétique  et  des  conventions  relatives  aux  signes  de  la  géométrie  de 
Descartes.  On  constate  ainsi  successivement,  nou  seulement  que  les  égalités 
dont  il  s'agit  subsistent,  mais  encore  qu'elles  conservent  la  même  forme, 
quand  la  somme  des  arcs  se  termine  au  second,  au  troisième  ou  au  qua- 
trième quadrant,  et  cela,  quelles  que  soient  les  valeurs  des  arcs  a  et  b  dont 
la  somme  est  comprise  entre  0  et  21:.  Enfin,  en  ayant  égard  à  la  périodicité 
on  démontre,  toujours  au  moyen  des  mêmes  variations  des  lignes  trigono- 
métriques, que  les  premiers  membres  des  égalités  (11  donnent  les  mêmes 
résultats  numériques  que  les  seconds,  lorsque  a,  b,  et  par  suite  leur  somme 
passent  d'une  manière  continue  par  toute  l'échelle  des  grandeurs  ;  en  sorte 
que,  ces  deux  égalités  uniquement  composées  de  fonctions  transcendantes 
sont  absolument  analogues,  ou  plutôt  de  même  espèce  que  l'égalité  (:>.)  ex- 
clusivement composée  de  quantités  algébriques. 

Telle  est  l'essence  de  la  démonstration,  due  à  Lagrange,  si  je  ne  nie 
trompe,  des  formules  fondamentales  de  la  trigonométrie,  qu'on  trouve  dans 
la  plupart  des  traités  écrits  sur  cette  matière.  On  voit  que  cette  solution  a 
toute  la  généralité,  ou  toute  l'étendue  que  la  question  comporte. 

II 

Les  formules  (i)  qu'on  peut  déduire  de  la  suivante  : 
-(3)  ces  (a  —  ô)  =  ces  a  cos  6  +  sin  a  sin  b 

ont  été  établies  par  Cauchy,  d'après  Catalan,  ou  par  Sarrus,  d'après  yi.  II. 
Fajon  (Journal  de  Vuibert,  1892,  p.  8f)),  au  moyen  des  mêmes  principes  et 
avec  la   même   généralité,   à  l'aide  d'une   méthode  dont  l'exposition  exige 

moins  de  détails  et  qui,  par 
A[ ^  conséquent,  conduit  plus  ra- 

pidement au  but. 

Soient  les  cercles  0  de 
rayons  égaux  à  l'unité.  ANM 
un  arc  égal  à  a,  AN  un  arc 
égal  à  b,  et  par  suite  NM 
égal  à  a  —  b.  Si  l'on  cons- 
truit le  sinus  MP  de  l'arc  a 
.  et  le  cosinus   OR   du  même 

arc,  le  sinus  .\Q  et  le  cosinus  OQ  de  l'arc  *,  et  enfin,  le  sinus  MR  et  le 
cos.nus  OU  de    l'arc   a  -  0,  les  deux    triangles   rectangles   MNC   et   M>B 
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donneul,  dans  le  premier  cercle,  légalité  double  suivaule  : 

MN"  =  (sin  a  +  siu  b/-  +  (cos  b  —  cos  a)-  ^  2  [i  +  cos  ^u  —  b  \ 
et  dans  le  second,  la  suivante  : 

MS'^  =  (sin  a  +  siu  b)*-  +  (cos  a  +  cos  by-  =  2  [i  +  cos  (a  —  b)]. 

D'où  l'on  conclut  dans  les  deux  cas,  et  en  ayant  égard  aux  signes  de  MP, 
ou  de  sin  a,  de  OP,  ou  de  cos  a,  de  OU  ou  de  cos  b,  de  OR  ou  de  cos  fa  —  b). 

cos  {a  —  b)  =  cos  a  cos  b  +  sin  o  sin  /», 
ce  qui  est  précisément  la  formule  O). 

La  construction  des  triangles  B.M.N  et  (IMN,  au  moyen  descjucls  la  for- 
nmle  ^3)  a  été  établie,  est  toujours  possible  et  reste  la  même  quand  les  extré- 
mités des  arcs  a  et  b  se  terminent  à  l'un  quelconque  des  quatre  quadrants.  Il 
suffit  donc  pour  achever  d'établir  sa  généralité  d'avoir  égard  à  la  périodicité. 

Ces  deux  solutions  ne  diffèrent  donc  pas  essentiellement  l'une  de  l'autre, 
cependant,  la  seconde  est  plus  élégante  parce  que  la  discussion  réclamée 
par  la  considération  successive  des  quatre  quadrants,  s'y  trouve  supprimée. 

Elles  emploient  les  mêmes  éléments  géométriques  puisés  aux  mêmes 
sources,  c'est-à-dire  sans  l'interprétation  des  constructions  de  la  géométrie 
au  moyen  des  opérations  de  l'arithmétique. 

m 

La  méthode  dite  des  projections  est  aujourd'hui  la  seule  exigée  par  les 
programmes  de  l'enseignement  secondaire  en  France  pour  établir  les  mêmes 
formules.  LUe  est  considérée  par  les  étudiants  comme  étant  moins  nette, 
moins  limpide  (]ue  les  précédentes.  Il  nous  semble  que  cela  tient  à  ce  que 
le  point  de  départ  de  la  démonstration  qui  en  résulte  et  qu'on  donne  dans 
les  Traités  de  trigonométrie  est  un  peu  éloigné  des  principes  dont  on  y  fait 
usage.  Et  ce  n'est  qu'en  y  portant  une  certaine  attention  qu'on  voit  com- 
ment, au  moyen  des  raisonnements  employés,  et  sans  avoir  égard  aux  dé- 
monstrations précédentes,  les  égalités  {il  dont  il  s'agit,  composées  de  fonc- 
tions transcendentes,  sont  des  identités  ou  des  égalités  de  même  esp&ce  que 
l'égalité  algébrique  (21. 

En  se  reportant  aux  excellentes  leçons  de  trigonométrie  de  Briot  et 
iJouquet,  on  voit  que  ces  deux  auteurs  font  découler  la  démonstration  des 
identités  (1)  de  la  considération  d'un  polygone  plan  cl  il  pourrait  être 
gauche  ,  analogue  au  polygone  tles  forces  de  la  statistique,  et  qui  résulte 
de  la  composition  d'un  système  de  forces  ai>|)liquées  à  un  point  matériel  et 
ayant  des  directions  (luelconques.  Ils  considèrent  en  même  temps  le  côté 
qui  le  ferme  et  qu'ils  appellent  la  résultante.  Us  imaginent  ensuite  que  le 
polygone  et  la  résultante  sont  parcourus  par  un  mobile  à  partir  de  leur 
origine  commune.  ('0  mobile  part  ainsi,  dans  l'un  et  dans  l'autre  cas,  d'un 
môme  point  pour  aboutir  à  un  même  second  point.  Ils  projettent  ces  deux 
chemins  ainsi  parcourus  sur  le  même  axe  et  ils  concluent  (|ue  les  deux 
résultats  sont  identiques,  ce  ([ui  est  vrai.  Mais  la  solution  étant  ainsi  pré- 
sentée à  cette  distance  du  point  de  départ  de  la  stati([ue  et  dans  un  ordre 
d'idées  bien  différent  de  celui  qui  fait  l'obii-l  dr  la  trigonométrie,  on  ne  voit 
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pas  bien  les  raisons  de  celle  identité  et  pour  bien  s'en  rendre  compte,  il  est 
nécessaire  de  remonter  à  ce  même  point  de  départ. 

On  sait  que  dans  la  statique  les  opérations  au  moyeu  desquelles  on  par- 
vient à  former  des  identités  sont  purement  géométriques,  et  que  c'est  par 
des  constructions  géométriques  qu'on  est  amené  à  faire  effectuer  à  toutes 
les  forces  appliquées  à  un  point,  sauf  à  l'une  quelconque  d'enlre  elles,  des 
translations  couAenables,  ce  qui  conduit  aux  polygones  dont  nous  venons 
de  parler  et  aux  côtés  qui  les  ferment.  Ces  polygones,  et  ces  côtés  consti- 
tuent des  quantités  géométriques  formant  de  A-éritables  identités,  c'est-à- 
dire  des  quantités  pouvant  être  substituées  les  unes  aux  autres. 

Maintenant,  la  traduction  eu  langage  algébrique  de  ces  identités  qui  ont 
une  forme  géométrique,  se  trouve  fondée  sur  la  solution  du  problème  in- 
verse suivant  :  «  Décomposer  une  force  donnée  en  deux  ou  trois  autres 
ayant  des  directions  assignées  à  l'avance.  »  On  peut  prendre  ces  directions 
absolument  quelconques  à  partir  du  point  d'application  de  la  force  donnée, 
et  par  conséquent  rectangulaires.  En  décomposant  ainsi  à  l'aide  du  paral- 
lélogramme ou  du  parallélipipède  des  forces,  toutes  les  forces  appliquées  au 
même  point  pris  pour  origine,  ainsi  que  leur  résultante,  en  deux  ou  trois 
autres  ayant  les  directions  données,  on  remplace  l'identité  géométrique 
dont  nous  venons  de  parler,  par  deux  ou  par  trois  autres  identités  ayant 
un  sens  aritlimétique  et  absolument  analogue  à  celles  qui  naissent  de  l'ad- 
dition algébrique;  car  par  cette  décomposition,  on  est  ramené  à  une  nou- 
velle composition  des  forces  qui  coïncide  avec  l'addition  algébrique.  Dans 
les  ouvrages  de  trigonométrie,  on  se  borne  à  considérer  la  projection  du 
polygone  des  forces  et  celle  de  la  résultante  sur  un  seul  axe,  et  on  égale 
la  somme  des  projections  des  différents  côtés  à  la  projection  de  la  résul- 
tante. Si  la  résultaute  est  nulle,  ou  que  le  polygone  se  ferme,  le  second 
membre  de  l'identité  est  nul.  Tels  sont  les  principes  dont  on  paraît  faire 
implicitement  usage  dans  les  traités  actuels  de  trigonométrie   pour  établir 

les  formules  (i). 

IV 

Mais  la  discussion    précédente  met  sur  la  voie  pour  arriver  aux  mêmes 

formules  à  l'aide  d'une  métbode  indépendante  de  la  statique  et  uniquement 

fondée  sur  la  définition  donnée  en   géométrie 

plane,  de  la  projection  d'une  droite  sur  une 

autre  droite,  rapprochée  de  l'arithmétique,  do 

la  variation  des  lignes  trigonométriques,  et 

enfin,  de  la  multiplication  algébrique. 

Soient  en  effet  deux  axes  rectangulaires  x'x 

et  y'y.  une  droite  OA,   d'abord  de  longueur 

constante,  mais  absolument  quelconque  et  sa 

projection  OB  sur  Om.  On  a  lidentité  purement 

aritlHuéti([uc  : 

OA' 


(4; 


OB  =  OA   X  m: 


(A  stiivre). 


T,e  Direcleur-gérant, 

Georges^  MARIA UD. 
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PREMIÈRE  PARTIE 

Questions    proposées  aux   eandiciats 

I.  —  A  T/ECOLE  SPÉCIALE  MILITAIRE  S^ -CYR 

(4  cette  époque  de  l'année  beaucoup  de  nos  abomiés  nous 
demandent  des  questions  pouvant  <Hre  posées  à  l'oral;  nous 
leur  en  donnons  dans  ce  mcmé)-o,  un  certain  fiombre  ayant  été 
demandés  plusieurs  fois). 

200.  —  Trouver  la  somme  des  //  premiers  nombres  entiers. 
Trouver  la  somme  des  carrés  des  n  premiers  nombres  entiers. 

Etudier  les  variations  de  la  fonction  : 

y  =  sin'^jp  —  sin  œ  -i-  i. 

Couper  une  pyramide  par  un  plan  parallèle  à  la  base  de  façon 
que  le  volume  de  la  petite  pyramide  partielle  soit  le  septième  du 
volume  du  tronc  de  pyramide  restant. 

201.  —  Définition  et  calcul  du  volume  du  segment  sphérique. 
On  donne  un  triangle  ABC,  trouver  un  point  M  sur  la  base  BC, 

tel  que  MA"  -^  iMB  X  MC.  Examiner  successivement  le  cas  où 
Je  point  yi  est  extérieur  au  segment  BG  et  le  cas  où  le  point  M 
est  intérieur  au  segment  BC. 

Résoudre  l'équation  :  sin  3^7  ^=-  cos  ,5!?. 

2(>2.  —  Construire  en  géométrie  cotée  l'angle  d'une  droite  et 
d'un  plan  donnés  par  leurs  échelles  de  pente. 

Résoudre  et  construire  un  triangle,  connaissant  la  longueur  a 
d'une  bissectrice  et  les  longueurs  /  et  m  des  segments  qu'elle 
détermine  sur  le  côté  opposé. 

On  donne  la  projection  abc  de  d'un  polygone  plan  et  les  cotes 
des  trois  sommets  abc,  on  demande  les  cotes  des  deux  autres 
sommets  d  e. 

20î).  —  On  donne  sur  une  droite  trois  points  A.  B,  C,  construire 
le  conjugué  harmonique  du  point  C  par  rapport  aux  points  A  et  B. 

On  donne  un  triangle  ABC,  trouver  un  point  S  de  l'espace  d'où 
l'on  voit  les  cotés  AB,  AC,  CB,  sous  un  angle  droit.  Nombre  de 
solutions.  Calculer  les  côtés  SA,  SB.  SC  du  Irièdre  trirectano-le 
ainsi  obtenu. 

204.  —  Mener  à  l'ellipse  un»;  langeule  par  un  point  donné. 
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Ti'ouver  parmi  les  pyramides  à  base  carrée,  ayant  même  arêtes, 
celle  dont  le  volume  est  maximum. 

265.  —  Construire  un  tétraèdre  régulier  dont  on  donne  trois 
sommets  et  le  centre. 

Résoudre  le  système  :  x  -i-  y  =  a     sin-:c  -h  sin^y  =  b. 

!366.  —  Résoudre  un  Iriangle  connaissant  log  b,  log  c  et  A. 
Trouver  une  normale  commune  à  deux  cylindres  de  révolution. 
Incidemment  :  peut-on  toujours  mener  à  un  cylindre  un  plan 
tangent  parallèle  à  un  plan  donné? 

On  donne  une  sphère  impénétrable  et  un  point  A  sur  celte 
sphère;  construire  le  |)oint  A'  diamétralement  opposé  au  point  A 
sur  la  sphère. 

Dans  un  triangle  ABC  on  donne  la  hauteur  b  issue  du  sommet 
A  et  les  segments  m  et  ?i  que  cette  hauteur  h  détermine  sur  le 
côté  BC,  on  demande  de  calculer  l'angle  A. 

S(>7.  —  Construire  en  géométrie  cotée*  la  perpendiculaire 
commune  à  deux  droites. 


Etudier  la  fonction  :  y  =  \/a-  —  ■'■''. 

On  donne  un  triangle  ABC;  trouver  à  l'intérieur  de  ce  triangle 
le  point  M  tel  que  l'on  ait  : 

aire  MBC  _  aire  MAC  _  aire  MAB 

!268.  —  En  supposant  b-  —  ac  <<  o,  étudier  le  signe  de 
l'expression  ax^  -+-  f.bx  -+■  c,  quand  ce  varie  de  —  <x  à  -i-  oc. 

Définition  de  la  pyramide  régulière.  Par  quelle  longueur  faut-il 
multiplier  la  surface  latérale  de  la  pyramide  pour  obtenir  son 
volume  ? 

On  donne  dans  un  Iriano^Ie  les  côtés  h.n  et  la  surface  —  ;  calcu- 

1er  les  autres  éléments  du  triangle. 

tîOO.  —  Résoudre  un  triangle  connaissant  b,c,A.  Calculer  la 
surface. 

Trouver  l'angle  de  deux  plans  en  géométrie  cotée. 

*HH}.  Physique.  —  Comment  est  constitué  un  galvano- 
mètre? Comment  l'aiguille  est  elle  rendue  asiatique?  Quelle  est 
l'action  de  la  bobine  sur  l'aiguille  supérieure?  Action  de  la  partie 
supérieure  de  la  bobine  sur  l'aiguille  inférieure?  Quelle  est  donc 
l'utilité  de  la  seconde  bobine  introduite?  Si  les  deux  aiguilles 
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étaient  également  aiman(ées  qu'aniveralt-il?  Pourrait-on  mesu- 
rer l'intensité  du  courant  avec  un  tel  appareil?  A  quoi  pourrait 
servir  l'appareil  ? 

Qu'enlond-on  par  projection  sléréographique  ?  Quels  sont  les 
grands  avantages  de  la  projection  sléréographique?  Montrer 
qu'elle  conserve  les  angles. 

37  I .  —  Qu'entend-on  par  électrolyse  ?  Quelles  sont  les  lois  de 
l'électrolyse  ?  Comment  se  fait  la  décomposition  des  sels  de 
cuivre?  Principe  de  la  galvanoplastie. 

Parler  du  phosphore.  —  Quelles  sont  les  propriétés  de  ce  corps? 
Où  le  trouve-t-ou  ?  A  (juoi  emploie- t-on  le  phosphore  ? 

!27tî.  —  Parler  de  la  lunette  astronomique.  Qu'appelle-t-on 
foyer  d'une  lentille  ?  Ecrire  la  marche  des  rayons  dans  la  lunette 
astronomique.  Qu'enteiid-on  par  champ  d'une  lunette  astrono- 
mique? Conserve-t-on  dans  la  lunette  tout  le  champ  susceptible 
d'avoir?  Dans  ce  champ,  toutes  les  parties  de  l'image  sont-elles 
également  éclairées?  Examiner  l'image  au  point  de  vue  de  son 
éclairement,  d'un  point  situé  sur  le  bord  du  champ. 

!273.  —  Lecture  d'une  carte  d'Elat-Major. 

27  4.  —  Quelles  sont  les  lois  de  la  chute  des  corps  ?  Calculer  le 
temps  que  met  un  corps  en  tombant  d'une  hauteur  h.  Quelle 
sera  la  vitesse  acquise  par  ce  corps,  au  bas  de  sa  chute?  Suppo- 
sons qu'à  ce  moment  le  corps  rencontre  la  surface  d'une  masse 
d'eau,  combien  mettra-t-il  à  parcourir  une  longueur  /  dans  cette 
masse,  en  supposant  la  résistance  de  l'eau  nulle? 

Qu'est-ce  que  l'ammoniaque?  D'où  retire-t-un  industriellement 
ce  gaz?  Que  donnent  comme  résidu  les  eaux  d'épuration  ? 


II.  -  A  L'INSTITUT  NATIONAL  AGRONOMIQUE 

ÎÎ75.  \lalliéiiiatiqiics.  —  Le  moment  de  la  résultante  de 
plusieurs  forces  parallèles  à  un  plan  est  égal  à  la  somme  des 
moments  des  composantes.  Démontrer  le  théorème  pour  les 
moments  de  deux  forces  |)arallèles  et  de  leur  résultante  par  rap- 
port à  un  point  de  leur  plan. 

Citer  les  diverses  expressions  de  l'aire  d'un  tiiaugle  en  Irigono- 

.,.,.,         ,  o       a^sin  B  sin  B 

metrie.  Démontrer  que  S  = ■. — .- . 

^  'isinA 
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Résoudre  le  système  :  '  ^  j 


+  .'/'  -  (^  -^  !/)  =  ^• 

276.  —  Définir  l'axe  radical  de  deux  circonférences.  Dénion- 
Irer  que  le  lieu  des  points  d'égale  distance  par  rapport  à  deux 
circonférences  est  bien  une  droite. 

On  donne  une  droite  par  ses  deux  projections  ;  trouver  les 
angles  qu'elles  font  avec  les  plans  de  projection. 

Caractère  de  divisibilité  d'un  nombre  par  9. 

Calculer  tg  2a  connaissant  tg  ^.  —  x'  et  x"  étant  les  racines  de 
^2  ^  px  -t-  g  =  0  former  une  équation  qui  admette  pour  racines 
[x'  -\-  xy  et  {x'  —  x"y. 

STT.  —  Parler  des  éléments  qui  servent  de  base  au  système 
métrique.  Quelle  différence  essentielle  existe  entre  les  mesures 
de  volume  et  les  mesures  de  capacité? 

Calculer  sin  a  et  cos  a  connaissant  tg  - . 

Trouver  une  progression  arithmétique  de  4  termes  connaissant 
la  somme  de  ces  termes  et  celle  de  leurs  inverses. 

STS.  —  Réduction  de  plusieurs  fractions  au  même  dénomina- 
teur. Obtenir  le  plus  petit  numérateur  commun. 

Calculer  sin  2a  connaissant  sin  a  et  cos  b. 

Construire  la  courbe  :  //  =  ■    ^  . 

!2TÎ).  —  Définir  le  centre  de  gravité  d'une  aire  plane.  Indi- 
quer un  procédé  pour  trouver  le  centre  de  gravité  de  l'aire  d'un 
polygone  quelconque.  En  quoi  consiste  le  théorème  des  moments? 
Détermination  du  centre  de  gravité  au  moyen  de  ce  théorème. 
Etablir,  entre  les  élénieuls  d'un  triangle,  la  relation  : 
a  =  0  cos  C  H-  c  cos  B. 
Utiliser  le  théorème  des  projections  pour  obtenir  une  formule 
générale.   Quelle  formule  obliendiait-on  en  projetant  le  contour 
du  triangle  sur  un  axe  faisant  un  angle  a  avec  l'un  des  côtés?  — 

(      X  -h  y  ^  s  =  a 
Résoudre  le  système  :  )  ^-  -I-  y-  -h  z-  =  a^ 
I  x^  -h  y-'  -h  z^  =  a^. 

280.  CliîiniP.  —  Pourquoi  a-t-on  mis  le  soufre  et  l'oxygène 
dans  la  même  famille  des  métalloïdes?  Sulfocarbonates, 
!d81«  —  Anhydride  azotique.  Sa  préparation.  Propriétés. 
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Acide  bromhydrique.  Préparation.  Comment  peut-on  recueillir 
le  gaz  bromhydrique  sec  ?  Peut-on  le  dessécher  avec  de  l'acide 
sulfurique?  Peut-on  préparer  l'acide  bromhydrique  par  l'action 
du  brome  sur  certaines  matières  organiques  chauffées?  Proprié- 
tés de  l'acide  bromhydrique.  —  Sulfure  de  carbone.  Préparation. 
Usages. 

283.  —  Hydrogène.  Préparation  de  l'hydrogène.  Méthode 
générale;  décomposition  de  l'eau  par  un  métal  facilement  oxy- 
dable. —  Attaque  d'un  métal  par  de  l'acide  étendu.  Action  de 
l'acide  chlorhydrique  sur  le  zinc.  Impuretés.  Purification. 

Iode.  Préparation.  Propriétés.  Action  de  l'iode  sur  les  dissolu- 
lions  alcalines. 

Chlorure  de  silicium.  Préparation.  Propriétés  du  chlorure  de 
silicium.  Son  action  sur  l'eau.  Est-ce  un  corps  solide,  liquide  ou 
gazeu.x  ?  Action  du  chlorure  de  silicium  sur  l'alcool.  Action  de 
l'hydrogène  sur  le  tétrachlorure  de  silicium. 

!!28tJ.  —  Bioxyde  d'azote.  Préparation.  Propriétés.  Est  ce  un 
composé  slable?  —  Acide  chlorydri(jue.  Préparation.  Quelle  est 
la  préparation  industrielle?  Quels  sont  les  appareils  dans  lesquels 
s'effectue  la  réaction?  Comment  se  forme  le  sulfate  neutre  et 
dans  quelles  conditions?  Propriétés  de  l'acide  chlorydrique. 

Bore  et  acide  borique.  Préparation.  D'où  provient  le  borate  de 
chaux?  Quelle  est  la  formule  de  l'acide  borique?  Préparation  du 
borax.  Comment  peut-on  passer  de  l'acide  borique  au  biborate  de 
soude  ? 

284.  —  Synthèse  de  l'eau.  Eudiomèlre.  Autres  méthodes. 
Hydrosulfite  et  hyposuKite  de  sodium.   Préparation  de  l'hydro- 

sulfite  de  sodium.  Comment  peut-on  séparer  l'hvdrosulfite  du 
sulfite  et  du  bisulfite  qui  se  forment  en  mrme  temps?  Comment 
peut-on  distinguer  l'hydrosullite  du  bisulfile?  Propriétés  de  l'hy- 
posulfite  et  s(!s  usages?  Que  donne-t-il  traité  par  un  acide?  — 
Hydrogène  arsénié.  l*réparaliun.  Action  de  l'hydrogène  sur 
l'anhydride  arsénieux.  (Comment  dislingue-l-on  les  taches  li'arse- 
nic;  des  autres  taches  mélalliques? 

28o.  —  Sulfure  de  carbone.  Préparation  du  sulfure  de  car- 
bone. Analogies  du  sulfure  de  carbone  et  de  l'acide  carbonique. 
Sulfo-carbonales. 

280.  Physique.  —  l.ol  de  Mariolle.  Enoncé  de  la  loi.  Véri- 


170  JOUKNAL    DE    MATHÉM  A  HOUES    ÉLÉMENTAIRES 

licatioii.  Celte  loi  est-elle  exucle?  Les  gaz  s'en  écarleut-ils  beau- 
coup? Dans  quel  sens  s'en  écartent-ils?  Y  a-t-il  beaucoup  de  gaz 
qui  se  comprimenl  moins  que  ne  l'indique  la  loi  de  Mariotte? 

Lunette  de  Galilée.  Marche  des  rayons  dans  l'appareil.  Quels 
sont  les  avantages  de  la  lunette  de  Galilée? 

287.  —  Hygrométrie.  Ou'appelle-t-on  état  hygrométrique? 
Peut  on  trouver  l'étal  hygrométrique  si  on  connaît  la  tension  de 
la  vapeur  d'eau  et  l'humidité  de  l'air?  Comment  peut-on  mesu- 
rer l'état  hygrométrique?  Hygromètre  de  condensation?  Hygro- 
mètre d'Alluard.  Est-ce  un  hygromètre  très  précis? 

Qu'entend-on  par  éleclrisation  par  influence  ?  Dans  quel  cas  la 
quantité  d'électricité  qui  se  développe  sur  le  corps  influencé  est- 
elle  égale  à  la  quantité  d'électricité  contenue  sur  le  corps  influan- 
çant?  Cylindre  de  Faraday. 

288.  —  Aérostat.  Théorie  de  l'aérostat  en  négligeant  le  volume 
des  accessoires.  En  supposant  l'aérostat  plein  et  fermé,  calculer 
le  moment  où  le  ballon  s'arrêtera?  Pourra-t-on  calculer  à  priori 
la  hauteur  que  l'on  pourra  atteindre?  L'aérostat  est-il  d'ordinaire 
fermé?  —  Microscope  composé.  Description  de  l'appareil.  Cons- 
truction de  l'image  d'un  objet.  Marches  des  rayons.  L'oculaire  se 
trouve-t-il  au  gros  bout  ou  au  petit  bout?  Mesure  du  grossisse- 
ment. 

m.  —  AU  BACCALAURÉAT 
LETTRES- MATHÉMATIQUES 

289.  lïladiénialiqiies.  —  i^'"  sujet  :  Tout  déplacement 
d'une  figure  plane  de  forme  invariable,  dans  son  plan,  se  ramène 
à  une  rotation  ou  à  une  translation. 

2^  sujet  :  Inscription  dans  un  cercle  du  décagone  régulier. 

3'  sujet  :  Mesure  de  la  surface  d'un  rectangle. 

Obligatoire  :  Deux  forces  P  et  Q  appliquées  à  un  corps  solide 
font  entre  elles  un  angle  a.  Trouver  leur  résultante  R  et  les 
angles  que  fait  sa  direction  avec  celle  des  deux  forces  données  : 
(application)       P  :^  i2''s,235  ;       Q  =  2''°,649  ;        a  =  yô^Sio". 

200.  Physique.  —  ï'"'  sujet  :  Définition  de  la  déclinaison 
et  de  l'inclinaison. 

a"  sujet  :  Gourants  thermo-électriques. 
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3'  sujet  :  Induction  électrique.  Expériences  fondamentales. 

Ohligaloive  :  Un  corps  est  lancé  verticalement  dans  le  vide 
et  de  haut  en  bas,  avec  une  vitesse  égale  à  ■>.o  mètres  par  seconde. 
Au  bout  de  quel  temps  sa  vitesse  scra-t-eile  devfMiue  égale  à 
4o  mètres?  Quel  espace  aura-t-il  parcouru  alors  ? 

IV.   -  BACCALAURÉAT  (LETTKES-îSClKNCES) 


291.  Ilatliéiiiatiques.  —  i'^'^  sujet  :  Théorie  de  la  balance 
de  (Juintenz. 

2"  sujet  :  Une  tigure  plane  qui  ne  sort  pas  de  son  plan  peut 
passer  de  l'une  de  ses  positions  donnée  à  une  rotation  exécutée 
autour  d'un  axe  perpendiculaire  au  plan  de  la  figure  et  convena- 
blement choisi  (le  démontrer). 

y  sujet  :  Qu'est-ce  que  le  jour  solaire  vrai?  Qu'est-ce  que  le 
jour  solaire  moyen?  Expliquer  leurs  définitions. 

Obligatoire  :  Un  point  situé  dans  le  point  vertical  de  projec- 
tion est  défini  par  ses  projections  m,  m'.  On  demande  de  repré- 
senter une  droite  qui,  passant  par  ce  point,  fera  respectivement 
avec  le  plan  horizontal  et  le  [)lan  vertical  des  angles  donnés  a  et 
P  (ccy  est  la  ligne  de  terre). 

292.  Pliysîiiiie.  — -  i"'  s  (/jet  :  Poids  spécifique  des  solides 
et  des  liquides. 

2"  sujet  :  Notions  expérimentales  du  potentiel  et  de  la  capacité 
électro-statique. 

y  sujet  :  Densité  des  gaz. 

Obligatoire  :  Une  bille  roule  sur  un  plan  parfaitement  poli  et 
suivant  la  ligne  de  pente  de  ce  plan.  Le  plan  est  incliné  de  45° 
sur  l'horizon.  Calculer  l'aocéléralion  du  mouvement  de  la 
bille  connaissant  l'accélération  g  des  corj)s  pesants  en  chute 
libre  {g  =  9,809). 

V.  —  AUX  ÉCOLES   DWGIUCULTUUE 


293.  Aritliiiictiqiie.  —  Partager  i2o5i  francs  entre  trois 
personnes  âgées  l'une  df  .'V'  ans,  la  seconde  df   ir)  ans  cl   la   frni- 
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sième  de  16  ans,  de  manière  que  leurs  paris  soient  inversement 
proportionnelles  à  leurs  âges. 

Calculer  x  - 


Y    6992        V  ^84'^ 


VI.  _  AUX  ECOLES  DE  COMiAlERCE 


994.  Algèbre.  —  Résoudre  le  système  : 
t  —  3a;  -K  8*/  4-  6^'  =  0 
)  —  X  —  2Î/2  -h  12s*  =  —  4 
\  —  257  -h  6y-  —  'iz'-  =  —  5. 
S95.  Arîtlimétlque.  —  Trois  ouvriers  A,  B,  C  ont  un  ou- 
vrage à  faire,  A  et  B  ensemble  pendant  quatre  jours  feraient  les 
5  de  l'ouvrage. — B  et  C,  ensemble  pendant  huit  jours,  feraient 
les  --.  A  et  C  pendant  cinq  jours  feraient  ensemble  les  7. 

On  occupe  A  seul  pendant  deux  jours,  B  seul  pendant  six  jours. 
Combien  C  seul  mettra-l-il  à  terminer  l'ouvrage? 

DEUXIÈME  PARTIE 


ÉCOLE  SPECIALE  MILITAIRE  SAINT-CYR 

(concours  de  1898) 

-  I.  —  jDélermiiier  les  den.c  bases  (Fini,  trapéic  rectangle  connaissant  sa. 
hauteur  h,  sa  surface  hin  (•(  le  produit  k-  di  ses  deux  diagonales.  — 
Discuter. 

Soit  ABGD  le  trapèze  dout  les  angles  droits  sont  eu  A   et  D.   Désiguou? 
les  hases  AB   et    CD  par  x  et  y,   et  la  surface  du  trapèze  par  S.  On  a 

hm  =  S  et,  par  conséquent      (ij      .'•  +  y  ^=  '''- 
li'autee  pari,  AC.BD  =  A^, 

ou  v'77-  +  y'--     v'/i-  +  •^-  ==  *"-, 

ou,  élevant  au  carré      (2)      xhj-  -f  h-{x~  +  y^)  +  /i^  =  k'\ 
Nous  avons  donc  à  résoudre  les  équations  (i)  et  {1).  Or 
X-  ■{-  y-  =:^  {x  -{-  y)~  —  "ixy  =  m2  —  ■îxy, 
de  sorte  que  (1^  donne  l'équation  suivante  en  {xy) 

x-y-  —  :ih'-xy  -(-  à-m-  —  k^  -\-  h^  =  o. 
Doii  !2)  xy  —  /i-  .^  iki  —  h'm-. 
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On  est  donc  raniem'-  un  prolili'inc  connu  <le  Iroiivcr  ilcux  longueurs  j:;  cl 
)/,  connaissant  leur  somme  (li  et  leur  produit  (2). 
L'équation  (|ui  dounc  à  la  fois  .-;  et  y  est 

X^  —  mX  +  h-^.  =1=  \/h*  —  h%H-^. 

U-où        Ci)         ■''  \  »^  ^  V^w-  —  4^-  =1=  4  Vkî^^^hhn- 
'  y  (  2 

Le  problème  semble  comporter  quatre  solutions  .  il  n'eu  a  en  réalité  que 
deux,  par  suite  de  la  symétrie  des  variables  x  et  y. 

La  discussion  provient  du  si.une  do  chacun  des  radicaux  de  Q  .  Elle  est 
donc  des  plus  faciles. 

La  condition  de  réalité  du  petit  radical  est 

/{'  >   h-ni-,       ou       k-  >  aS. 

Celle  du  grand  radical  est  4  V  A'"-  —  h'^m-  <  m-  —  4^"- 
ou  i(j(^'  —  hhn-)  <  (m-  —  \h^y", 

qui  revient  à     u'th''  <  (?u-  —  ^h'-/-  +  l'iA-m-,       i6A^  <  (//(-  -|-  ^h'-)-, 
ou  ]k-  <  m-  -\-  \h-, 

et  k'  <  -'■  +  h\ 

Vou'i   maintenant   sous   foi'me    de   tableau,   le  délail  de  la  discussion.  — 
Remarquons  d'abord  que  si  l'une  des  valeurs  ^;  cl  1/  est  négative,  les  points 
B  et  C  se  trouvent  alors  de  part  et  d'autre  de  la  bantcur  Al)  et   le    trapèze 
ABCL)  est  alors  un  trojjcce  de  -seconde  esjx'ce. 
i"  A»  <  h-)it'- 2  lraj)è/es  imaginaires. 

1u)  li^'y  k'^h'-iiL-    k*<^h''-\-h-tu-,  ■>.  trapèzes  de  i""*^  espèce. 

,     ,        , .      , ,     ,     , .      ,  ,     ,  ,     ,  S  '  li'iipt'ze  de  i'"«  espèce. 

b    h'< Iv  —  k-tn-     k*p>h--th-i)i-.  j  ,       .       ,       .        . 

f  i  trapèze  de  -.i'  espèce. 

/'■'    >    2S  J  ,'  .         ,.       .        ,  . 

/        /i      /'      ;•.      .     A'      /■      /•-      ,  W  l™!'*"^»-' (,' et  1  trapèze 

!  I       réduit  a  un  triangle. 

a)  ni  <,  wli 1  trapèze  imaginaire. 

h    m  ^^  'lit 1  carré. 

C)   m  >  .i/i I  trapèze  réel. 

4°  A-  >   -,-  4-  /t- ■>.  Irapèzes  imagiuaires. 

r)°  fi-  <l  -,-  -'    h- :>  trapèzes  réels. 

I 

(dans  les  mêmes  conditions  (juc  dans  ■2"). 

-  tfi' 

')"  /i-  ^^  -j-  4-/1'- I  carré  et  nu  trapèze  rédnil  à   1  triangle. 

II.  —  On  donne  dettj:  droites  de  l'cs-pnce,  \\  et  UY  urllioyonalcs  entre 
files  cl  ayant  Ali  ^;owr  peviieadiculaire  coniiuune.  On  prend  sur  A.\  u)ie 
loiiffueur  variable  AM  et  sur  BY  une  lonyueur  U.\  égale  à  AM. 

i"  Dènion,lrer  que  la  splicre  qui  a  M.N  pour  dianiclre  jju6A(î  par  les 
points  A  et  Ij. 

C  Ce  trapèze  sera  réel  -i  m  >  liWi,  imaginaire  si  m  <  -j/m  ■>,  cl  un 
carré  s)  m.  -^^  \th\/i. 


■io  k'  ■-.  h^ 
k^  ^  -jS 
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2°  Trouver  le  lieu  du  centre  de  cette  sphère. 

3°  Démontrer  que  le  2)1  an  tangent  en  A  à  cette  sphère  passe  toujours 
par  une  certaine  droite  pxe. 

4°  Démontrer  que  la  (M-oile  MX  reste  parallèle  à  un  certain  plan  fixe. 
1°  Soient  :  P  la  projection  du  point  iS  sur  le  plan  mené  par  AX  parallèle- 


ment à  BY.  C  le  milieu  de  A 13,  1  le  milieu  de  MN,  H  la  projection  de  I  sur 

JNP        AB 

FM.   Il   en   résulte   que   IH  —  ^-  =  — ^  =  AG.    Le    triaugle  AIB  est  donc 

isoscële  ;  et  lA  —  IB.  Il  reste  à  démontrer  que  IB  =  IM  —  IN. 

Posons  AB  =  d  et  AM  —  BN  =  x.  Le  triaugle  rectangle  MP.N  donne 


MIS"  =  i\P'  +  PM'  =  d-  +  lAM"  +  AP 


di  +  2A.-^, 


et 


(U 


IM" 


■\LN'  _  djj    ,    x^ 

4    ~  4  "^^- 

D'autre  part,  le  triangle  rectangle  ICB  donne 

fB'  =:=  rc"'  +  CB"  =  Ait"  +  GB"  =  (XM"  +  HM')  -+-  CB" 
ÏB'  =  x-^  — 


.    d-  x-    .    d^ 

■    T  ~  T  +   /.  • 


(2)  -"     —  -  2        I        f^     —     2       '       4 

En  composant  (i    et  (a),  ou  a  bien  IM  =  IB. 

■2°  Le  point  I,  centre  de  la  sphère  ABM.N,  est  toujours  situé  dans  e  plan 
fixe  mené  par  le  milieu  C  de  AU  perpendiculairement  à  AB,  et  dans  ce  plan 
le  lieu  est  une  droite. 

3»  Le  plan  tangent  en  A  coupe  le  plan  APM,  suivant  la  droite  AU  per- 
pendiculaire à  AH.  Cette  droite  est  fixe,  puisqu'elle  est  la  bissectrice  exté- 
rieure de  l'angle  MAP. 

4"  Le  plan  MNP  est  toujours  parallèle  au  plan  ABU  :  la  droite  MX  située 
dans  ce  plan  est  donc  toujours  parallèle  au  plan  fixe  ABU. 

E.-N.  Barisieu. 


joi:h.\ai.  \)E   ma  iiiK.MM  iuliks  ki.e.m km  aires 
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TH0ISIÈ31E  PARTIE 


DE  LA  SCOTIE  OU  DE  L'ARC  liAMPANT 


Ces  courbes  serveul,  eu  architecture,  à   raccorder  deux   horizontale^   ou 
deux  verticales.  Klles  sout  à  deux  ou  à  plusieurs  centres. 

I"  Scotie  à  quatre  centres.    Consiruclion   (A.    Tronquoy,   dessin    linéaire 
géométrique,  i'"  partie,  iH-^,  Delagrave,. 

".  Soient   données   les   parallèles   AA'   et   BB  .    Des  points  A  et  B  et  d'au 
«  troisième  A'  pris  à  volonté,  menez  les  perpendiculaires   .VC,   BF  et  A'B'  ; 
«  divisez  A'B'  en  trois  parties 
«  égales,   et   menez  C'C  parai-        î. 
«  lèle  à  xV'A  ;  du  point  C   avec  i'N 

"  uu  rayon  CA  décrivez  l'arc 
«  Ail  ;  divisez  CM  en  trois 
«  parties  égales  et  portez  de  C 
«  en  D  le  tiers  de  CM;  puis,  du 
«  point  D,  avec  la  distance  D.M 
«  décrivez  l'arc  indéfini  .\1.\  ; 
«  prenez  la  corde  de  la  moitié 
«  de  Tare  .VM  et  portez  cette 
«  longueur  de  M  en  >'  ;  alors 
«  joignez  MJ  et  diAÏsez  cette 
«  ligne  en  quatre  parties  éga- 
«  les;  portez  l'un  des  quaris 
«  de  D  en  E  et  de  ce  point 
«  comme  cenlre  décrivez  l'arc 
«  >'P  ;  portez  ensuite  EN  de  B 
«  en  I  et  tracez  IK  ;  enfin  éle\ez 
«  sur  le  milieu  de  IK  une  per- 

«  pendiculaire  dont  finterseclion  avec  \\V  donnera  le  centre  I 
«  qui  termiutna  la  scotie  ». 

La  scotie  ainsi  (Ii-terminée  dépend  de  deu.\  élémmls  linéaires,    savoir 
-VB'  ou  AQ  —  h  distance  des  horizontales,  et  de  BQ  =^  o . 

Les  trois  premiers  centres  C,  D.  E  et  les  rayons  CA,  DM,  li.N  ne  dé]i,Mident 
((ue  de  //.  <•!  Ion  a,  eu  posant   :  .\I).M  -^  .,-,  Î>KN  =.  //,  BFP  —  j. 
/'         .,-.        \h         .,,.        .4 


de 


arc    PB 
de 


CA  _ 


3' 


DM 


9 


KN    :r^ 


:i 


ft  encore       l'P 


^  +  Fi:  =  ^  + 


FI 


m 


=  ■       + 


Kl 


Le  premi.T  arc  AM  esl  nn  (|uadraul.  et  ACM  =  ()o" 

Hautn-  pari.  <o\\  Il  !.•  niili.-u  de  l'arc  AM  ;  il  vieid 

Mil        :«/'  .:„    t'"        «/' 
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d'où  siii  -  =  7  sin  ^  ==  ^  Va  —  v'à. 

Le  calcul  donue  :  x  =  33"2i'3o". 

Les  autres  arcs  NP  et  PB  répondant  aux  angles  >EP  =  y  et  PFB  —  s 
dépendent  de  h  et  de  a.  On  trouvera  d'abord  : 

LC  r_  El)  sin  .'•  =  -  sin  .c 

EL  =  DC  -r  DK  =  '*  +  ED  cos  .-;. 

puis  :  El"  =  EG'  +  (LQ  —  IB;-  ^{a  —  EL)^  -f  (LQ  —  E>")-' 

Ll    ^^  \<i:  —    -  COS--       -f  c.-    I  +  ^in  ■'■')"• 
\  9  ■^/  '^'   ^ 

ih         ,x 
^  a cos- 

D'ailleurs  :         EG  :==  El  cos  -  ,      d'où      cos î^,— , 

2  '  2  El 

on  tirera  de  là  0  en  fonction  de  x  et  du  rapport  ,  . 

D'autre  pari  :  90"  -\-  se  -\-  y  -\-  s:  =  iSo", 

d'où  y  ==  90  —  i^  +  -)  =  73019'KV'  —  ;. 

On  voit  en  outre  que  ' 

BPN  =  BPF  +  ÉP>'  =  '''^°  ~  "  +  'P±nJJ  ^  13.50  +  :^'  =  i5i»4o'43". 

Le  point  de  raccord  P  est  donc  sur  l'arc  déciil  sur  BN  et  capable  de 
i5i»4o'4'^  •  ^^  résultat  est  indépendant  de  la  position  du  centre  E,  de  sorte 
que  les  deux  derniers  arcs  pourraient  se  i-accoi"der  en  tout  autre  point  de 
l'arc  de  ce  segment. 

30  Courbe  à  deux  centres  AMnB. 

Décrivons  sur  AB  la  demi-circonl'êrence  AnQB.  Tout  point  n  de  celte 
courbe  peut  servir  de  raccordement  à  deux  arcs  dont  l'un,  tangent  eu  A, 
ayant  son  centre  eu  un  point  quelconque  C  de  AQ  et  l'autre,  tangent  en  B, 
ayant  son  centre  au  point  de  rencontre  0  de  nC  avec  BF. 
.  La  seule  i)articularité  de  l'arc  rampant  est  de  raccorder  deux  verticales, 
taudis  que  la  scotie  raccorde  deux  horizontales  ;  les  constructions  sont 
donc  identiques.  H.  Lecocq. 

QUESTION  731 

Deux  droites  \  et  A'  sont  perpendiculaires  à  une  droite  A"  et  la  ren- 
contrent en  A  et  B.  On  considère  deuj;  cercles  C  et  C',  le  premier  lan- 
gent à  \  et  A',  le  second  tangent  à  A'  et  A"  :  ces  deux  cercles  sont  de  plus 
tangents  entre  eux  en  M.  La  droite  BM  rencontre  A  en  A'  et  la  droits 
AM  rencontre  A'  en  B'.  Montrer  que  W  et  BB'  sont  respectivement  égaux 
aux  diamètres  des  cercles  C  et  C.  (E.-N.  Barisieu^. 

Solution,  par  A.  Droz-Farny. 

Soient  Y,  '{ ,  m  les  projections  de  C,  C,  M  sur  A".  La  tangente  commune 
aux  deux  cercles,  coupe  77'  en  son  point  milieu  D  et  on  aura  dans  le  triangle 

rectangle  CDC  :  DM  ^  p^  =.  vlR',  donc  AB  ^  W  -,-  R'  -^  av^RB'. 
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Dans  le  trapèze  GVCv   on  a  : 


■iïUV 
n  +  R 


On  IrdvivfM'ait  di'  môme  :       M/>i  :^ 

,,  .A,.  M»?  2R'  aR' 

Donc  :  tj;  MA/»  —  -, —  = -=--  =  td' 

A»'        H  -^  R'  +  av^ÎR'        -^t* 

<loù  HI5   =^    -.(H  .       '!<'  mi*m(^       AA'  =  aR. 

Solnlions  exactes  :  Ernest  Foucart,  Georges   Daly,   Svéchnicoff, 

Rebeix,  L'Huillier, 

QUESTION  740 
Solution,  par  Ernest  Foucart 


La  tangente  en  un  point  M  d'une  parabole,  de  sommet  0.  renr-ontre 
Vaxe  de  lu  parabole  en  T  el  la  tanyenle  au  sotnmet  en  T'. 

La  droite  A  ^nenée,  par  0,  parallèmenl  à  la  tangente  MTT',  rencontre 
la  parall^lr  menée  pur  T,  ii  ()M.  m  P,  et  la  parallèle  menée  par  T'  «  OM, 
en  P'. 

Quand  le  point  M  parcourt  la  parabole,  le  point  P,  le  point  P  et  le  )ni- 
ieu  de  1*P'  décrivent  chacun  une  parabole  E.-N.  Barisien). 

L'ordonnée  de  M  rencontre  A  en  M,. 

On  a  OP'=:OM,       OP  =  ZOM,. 

Le  lieu  de  M,  est  évidemment  une  paraliole  de  sommet  0  de  paramètre 
égal  au  quart  du  paramètre  de  la  primitive.  Il  est  alors  évident,  d'après  les 
relations  précédemment  écrites,  que  les  différents  points  considérés  décrivent 
des  paraboles. 

Solutions  exactes  :  L'Huillier,  Francis  Dauzats. 

SOU  TION  ])K  LA  QUESTION  742 


Soit  donné  un  triangle  ABC  et  soient  A,,  1!,.  C,,  les  points  ui'  les  mé- 
dianes coupent  le  cercle  circonscrit  au  triangle  ABC.  Si  S  et  Sj  repré- 
sentent les  surfaces  des  triangles  ABC  et  AiB|C|  on  a  la  relation 

Sj^  ^ !aMi_bi+_çf) 

*^        I  2(b-  -f  c2i  —  a-]  [a  a-  +  c«j  —  b-]  |  a(a-  +  b'^)  —  c'-]  ' 

Jorge  F.  d'Avillez. 
Si  nous  désijinons  par  A|B|C,  les  points  de  rencontre  des  médianes  avec 
le  cercle  circonscrit,  el  par  G  le  centre  de  {jravilé  du  triaufile.  nous  avons 
r.A|Bi  _  GA|.(.B,. 

(lAB  "  (;a.(;b  ' 

a  ,..,        i  «-AiB,        (;A,.GB, 

mais        (lA,  —  .,  m,,       dB  —  .,  m,„       «m  ,    J„    ~  v 

-  m^m^ 
U 
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Si  nous  désignons  le  milieu  ilu  côlé  BC  par  A.,,  le  milieu  du  côté  AC  par 
B^,  et  le  milieu  du  côté  AB  par  C^,  alors  la  ligne  GA  =  GAo  +  AjA,, 
mais  par  le  théorème  de  Stewart  nous  avons 

b^  4-  c2  =  Hp-  +  C-)  —  a2.AA, 

*"^   +    C2 

d'où  AA,  =  : , 

Si{]}-  -\-  C-)  —  «- 

et  si  nous  retrauclious  de  AA,,  AAo,  nous  avons  A1A2, 

a-  +  c2  I  ,    ,.,  ,    ., ■-,      21&-+C-,— ■i;6'-t-c-,-t-a       u- 

ou  AiA,  =■  '  \  ■î.h-^c-> — a-^= ■ —  -  =7 —  •, 

„  .  I  ,     a-         3a2  +  4>««- 

(lu  GA,  =  .,  m„  +  7 —  =  ■ — . 

'        .î  !\ina  i2»H„ 

Dans  le  triangle  BGC,  d'après  un  théorème  connu,  non?  avons 

.9  5'  2        5- 

d'où  a2  =  i  [2(ni(,2  _i.  „i^-2j  _  m,-'j, 

en  niellant  au  lieu  de  a-  sa  valeur,  nous  avons 

GA,  = -., 

,  .  ..  nr>  2(in„2    _|_   frib-    +    Wic^) 

Dp  la  même  manière    GB,  =  -^^ . 

Ainsi  nous  avons 
GAiB,  _  4  mj  +  nib^  +  m,^)-^  4  ,^,  „    _  jmj-  +  ^^6^  +  ^^2/2 
GAB  Simamt  g  gm^mi,- 

l)e  la  même  manière  nous  aurons  les  deux  autres  quotients 
GA.Cj  GBiC, 

GAG  GBG  ' 

GAiBi  _  GAiBi  _  »j„'2  -f  im^  +  w.,^)'-^ 
'""'^  3GAB  ~  "ABG    ~"  i-^m^^-nu^ 

GAiCi  _  GAiG,  GB.G,  _  GRiCj 

^  3GAC  ~    ABC  '         :fGBG  ~    AB(^   " 

Faisons  la  somme  de  ces  trois  quotients,  il  vient 

S  i'-m„-mb-m,-         ' 

mais  M»„2  _j-  „ij2  _|_  ,-,,^2  _  ^  fa,2  _j_  ifî  -\-  C-) 

un  (î»„'2  j-  ,,,^2  _|_  „(^.2yi  r:^     ■/  (ai  _j_  ^2  _|_  ^'^  :! 

m^^inb'h»,'-  —  ^  [2(6^  +  f-    —  rr2j  [2  a-  +  c'^)  —  /^aj   1^3(^2  _^  (^2^   _  (.2! 

en  mettant  ces  valeurs  an  milieu  du   dénominateur  et    du   numérateur,   il 
A'ient 

Si  ^ a2  ^  1,1  ^  c2,2 . 

"^  [2^è2    +    C2;  -  «2]    [2(ft2    +    C2     -  J^J    |^,,(„2    +    ^2  _  (..^J    C-    Q.    F.    D. 

N.  Plakhowo. 
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OUESTION  745 


Etant  donnés  trois  points  M,  A,  B,  démontrer  que  pour  obtenir  l'isoto- 
mique  du  conjugué  harnioniqtie  de  M  sur  AD,  on  j)eut  appliquer  le  théo- 
rème suivant. 

Soient  C,  C  les  2)oints  de  la  perpea-liculaire  élevée  au  milieu  de  AR, 
d'oi'  l'on  voit  Ali  sous  un  a)igle  droit  :  la  circonférence  passant  par  Q,C' , 
M  coupe  AB  au  point  cherche.  G.  L. 

Solution,  |)i\r  A.  Droz-Farny 

Soient  0,  \r  point  milieu  de  AB.  M  le  conjugué  harmonique  île  M  par 
lapnorl  il  AB  el  u  son  isoldiniiiue  ;  on  a  d'après  une  propriélé  bien  connue 

OM.OM'   r:^   UA'. 

D'après  la  constniclion  indiquée  CC  élantraxe  radical  des  deux  circon- 
férences ABC  el  .M(';j.'(V  un  a  aussi 

OM.O|J.  =  OA.OB  =  ÔA^ 
donc  0|j.  =  OM'  C.  0.  F.  D. 

Solutions  exacles  :  N.  Plakhowo,  Eruest  Foucart. 

QUESTION  747 
Solution  par  M.  A.  Boutin 


0;i  donne  un  triangle  ABti  ;  en  15,  on  élève  BA'  losrpendiculaire  à  BA  ; 
fiu  (;,  ('.SI'  perpendiculaire  à  CA.  On  mé7ie  par  A  une  transversale  AX' A", 

telle    que  A    soit    le    milieu   de   A'A",  et  l'on  tt  ace  Atl  perpendiculaire  à 
A'A*. 

Dniiontrer  que  Aa  et  les  droites  analogues  B|3,  Cy  sont  concourantes. 

(G.  L.) 
Soient  .r,  //,  /,  les  angles  :  BAa,  CAa,  el  la  longueur  AA'  =  AA".  On  a  : 
c  ^  l  sin  .V      h  ^n  l  sin  y. 

,,  ,  sin  X        c 

d  on  -. =  ,- . 

sin  y        h 

La  droile  Aa.  est  donc  telle  ([ue  les  dislances  d'un  de  ses  points  aux  cotés 
qui  comprennent  l'angle  A,  soient  proportionnelles  à  ces  côtés;  c'est  la  sy- 
médiane  issue  de  A.  Les  trois  droites  analogues  sont  donc  concourantes  au 
point  de  Lcmoine  de  ABC. 

Solution  exacte  :  A.  Droz-Farny. 

QUESTION  7:;(i 


Toute  sijmédianr  AK  d'un  triangle  ABC  rencontre  le  cercle  de  lirocard 
en  un  second  point  I),  tel  que  cette  symédianc  est  bissectrice  dr  l'angle 
BDC,  et  cet  angle  BDC  est  double  de  l'angle  A.  (E,  Lauvernay). 
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Solution  et  développements,  par  A.  Droz-Farny 

Coiislruison?  les  deux  cercles  adjoints  tangents  en  A  aux  côtés  AC  eLAB 
et  passant  respectivement  par  les  sommets  B  et  C  du  triangle  ABC.  Ces 
cercles  se  coupent  en  D.  Les  droites  AD  et  BD  coupent  la  circouférence  cir- 
conscrite au  triangle  en  E  et  F  ;  tirons  enfin  EF  et  CD. 

De  par  la  construciion  on  a  d'abord  :  angle  DAG  =  DBA  =  AEF donc  AC  =  EF: 
angle  BAD  =  ACD  =  DFE. 

Les  triangles  ADC  et  DEF  sont  donc  égaux  et  par  conséquent  AD  =  DE. 

Les  triangles  ADC  et  BDA  étant  directement  semblables,  on  trouve  :  i"  que 
le  point  D  est  le  point  double  des  figures  directement  semblables  construites 
sur  CA  et  AB  ;  2"  les  per|)endiculaires  abaissées  de  D  sur  les  droites  bomo- 
logues  AC  et  BA  étant  dans  le  rapport  de  ces  deux  longueurs.  Ai)  est  la 
symédiane  issue  de  A  ;  3»  OD  étant  perpendiculaire  sur  AE,  D  appartient  à 
la    circonférence    de   Brocai'd,   décrite   sur   OK   comme  diamètre  :  4»  angle 

BDE  =  DBA  +  DAB  =  A 
de  même  CDE  =:  A. 

La  droite  AD  est  donc  bissectrice  de  l'angle  BDC.  Mais  ici  le  théorème  de 
M.  Lauvernay  doii  être  rectifier  dans  ce  sens  que 

BDC  =  9.A  si  A  est  aigu  ou  «droit. 
A  =  j6o°  —  '.îA  si  A  est  obtenus. 

.^i"  Les  points  BODC  sont  sur  une  même  circonférence. 

Solution  exacte  :  M.  Seunet. 

QUESTIONS  PROPOSÉES 


ie-/^*^  .V'B'C  est  le  triangle  médian  du  triangle   ABC.  A"B"C"  le   triangle   formé 

kei^^^cAc-^  par  les  tangentes  au  cercle  circonscrit  de  ABC.  Les  six  points  d'intersection 
■   '-  des  côtes  non-correspondantes  de  ABC,  A'B'C  sont  sur  la  même  conique. 

(Trinity,  Cambridge  . 

P  est  un  point  quelconque  dans  le  plan  du  triangle  ABC,  PL,  PM,  PN  les 

LM 

perpendiculaires  sur  les  côtés.  Trouver  le  lieu  de  P,  si  ï-^.  est  donné. 

i^Trinity,  Cambridge). 

ERRATUM 

-Numéro  de  Juin  page  148,  dernière  ligne,  lire  triangle  S'B'C,  SC'A',  SA'B' 
au  lieu  de  OBC,  OC' A',  OA'B'. 


r.e  Directeur-gérant, 

Georges  MARIA UD. 


!MN'T-AMAM>    (CHCB).    lAIPBlMEniE    il  lESTIFIfire    ET    IITTÉRAinK,     BLSSIKRE    FRERES, 
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PREMIÈRE  PARTIE 

^i^iie^lioiiK  proposées  aux  Caiiciiclats 

I.  -  A  L'ÉCOLE  SPÉCIALE  MILITAIRE  S'-CYR 

290.  —  Mener  par  une  droite  un  plan  tangent  à  une  sphère. 
Faire  l'épure  en  géométrie  cotée. 

Transformer  en  un  produit  de  deux  facteurs  réels  du  deuxième 
degré  le  trinôme  bicarré  :  a-"'  -H  57*  H-  i. 

Dans  un  triangle  isocèle,  on  connaît  la  base  et  la  hauteur  rela- 
tive à  cette  basej  calculer  les  rayons  des  cercles  inscrit  et  circons- 
crit. 

On  donne  un  cercle  de  centre  0  et  un  point  A  intérieur  à  ce 
cercle,  mener  par  ce  point  A  une  corde  CAB  telle  que 

AB  _  AG  =  ^ 
/  étant  une  longueur  donnée. 

09(5 bi».  _  Dans  un  cercle  donné,  inscrire  un  décagone  régu- 
lier concave  ou  convexe. 

Déterminer  ni  de  manière  que  l'équation  x-  —  mx  -1-7=0 
ait  une  racine  et  une  seule  comprise  entre  i  et  2. 

On  donne  deux  segments  de  droite  AB,  CD,  dans  un  même 
l)lan,  on  demande  le  lieu  des  points  P  tels  que  les  deux  triangles 
PA13,  PAC  soient  équivalents. 

2î)(>ter,  —  Lecture  de  la  carte  d'état-major.  Comment 
oriente-t-on  une  carte  à  l'aide  d'une  boussole?  Que  représente  le 
bord  droit  de  la  carte  d'Etat-Major  ?  Que  faut-il  connaître  pour 
faire  l'orientation  avec  la  boussole?  Définir  le  méridien  magné- 
tique. Quelle  est  la  déclinaison  de  Paris? 

îî!)(»  T'a'^r,  —  Comment  compose-t-on  deux  forces  parallèles 
et  de  même  sens?  de  sens  contraires? 

Parler  du  cuivre.  Quelles  sont  ses  propriétés  ?  Quels  sont  les 
alliages  courants  du  cuivre?  Parler  du  laiton.  Quelle  est  la  com- 
position du  laiton?  Quelle  est  la  proportion  de  cuivre  et  de 
zinc?  Composition  du  bronze.  Quels  avantages  font  utiliser  ces 
deux  alliages?  A  quelle  température  se  forge  le  laiton  ? 

!SÎ97.  —  Parler  du  passage  de  l'état  solide  à  l'état  licpiide. 
Tous  les  corps  fondent-ils  de  la  même  fai.on  ?  Citer  des  corps  qui 
fondent  en  passant  par  l'état  piteux.  Comment  se  comporte  la 
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fonte  de  fer  quand  on  la  chauffe?  Enoncer  les  lois  de  la  fusion. 
Indiquer  approximativement  quelques  températures  de  fusion  : 
étain,  soufre,  phosphore.  Qu'indique  la  deuxième  loi  de  lafusion? 
Quelle  est  la  chaleur  de  fusion  de  la  glace?  Est-ce  qu'on  ne  peut 
faire  passer  un  corps  de  l'état  solide  à  l'état  liquide  que  par  la 
chaleur?  Comment  se  fait-il  que  la  pression  fasse  fondre  la  glace? 


II.  —  A  L'INSTITUT  NATIONAL  AGRONOMIQUE 

2î98.  illathéiiiatiques.  —  Pour  quelles  valeurs  de  a  l'é- 
quation :  x'^  —  2  (a  —  -^^  X  ^  a-  —  1=0  a-t-elle  ses  racines 
réelles.    Indiquer  pour  chacune  de  ces  valeurs  les    signes   des 

racines.  Construire  la  courbe  :  ii  =  '^  ~~  ^    ^ — -  . 

^  {00  —  1)- 

208  •»•*.  —  Calculer  par  logarithmes  : 

v/T845  -H  -  —  77:      ' 
X  = 


(1  -^  1842)  ^^59667' 

SOS'ei*.  Physique  el  Ciiiiiiie.  —  Un  tube  contenant 
du  mercure  est  renversé  sur  une  cuve  remplie  du  même  liquide; 
le  mercure  s'élève  à  55  centimètres  au-dessus  du  niveau  dans  le 
vase,  et  laisse  un  espace  de  4^  centimètres  rempli  d'air.  Quel 
sera  le  volume  de  l'air  quand  les  surfaces  seront  sur  un  même 
plan  horizontal;  la  pression  athmosphérique  égale  76  centi- 
mètres. 

III.  —  AU  BACCALAURÉAT 
LETTRES- MATHÉMATIQUES 

299.  Matliéniaiiques.  —  On  demande  ce  que  devient 

,,  .  1111 

1  expression       1 1 — r r,  h — j 

a         a^         a''         a* 

quand  le  nombre  a  supposé  positif  et  supérieur  à  1  s'approche 
indéfiniment  de  1. 

{Au  choix)  a).  —  Théorèmes  sur  les  forces  parallèles. 

h)  Théorème  de  Varignon. 

c)  Théorie  du  treuil  (ordinaire  et  dilTérentiel). 

299'»'*.  Physique.  —  Quel  volume  faul-il  attribuer  à  un 
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ballon  gonflé  avec  un  gaz  de  densité  o,547  pour  qu'il  puisse  à 
0°  et  à  760  millimètres  enlever  200  kilogrammes  et  posséder  une 
force  ascensionnelle  de  10  kilogrammes. 

(Au  choix).  —  a)  Recherche  de  la  tension  maximade  la  vapeur 
d'eau. 

b)  Chaleur  rayonnante. 

c)  Densité  des  gaz. 

IV.  —  BACCALAURÉAT  (LETTRES-SCIENCES) 

•)00.  Malliéniafiqiies.  —  Calculer  les  coordonnées  du 
point  A  symétrique  du  point  B  {rc^  yC)  par  rapport  au  cercle 
.^2  -h  y'  =  R^ 

(Au  choix).  —  a)  Eclipses  de  lune, 

h)  Eclipses  de  soleil. 

c)  Inégalité  des  saisons. 

SOO"»**.  Pliysîcnit*.  —  \jn  objet  éclairé  est  à  une  distance 
de  23  décimètres  d'un  tableau  blanc  sur  lequel  on  veut  projeter 
son  image.  En  essayant  une  lentille  ou  trouve  qu'on  peut  lui 
donner  deux  positions  pour  lesquelles  la  projection  a  lieu  et  que 
fos  deux  positions  sont  à  une  distanc  Tune  de  l'autre  égale  à  /TÔT. 
On  demande  la  distance  focale  de  la  lentille. 

{Au  choix).  —  a)  Expérience  d'OErstœd. 

h)  Electroscope  à  feuilles  d'or. 

c)  Galvanomètres. 


V.  —  AUX  ECOLES   D'AGRICULTURE 


tJOI.  Ariflimôtiqiic.  —  Trois  libraires  vendent  le  même 
ouvrage  d'après  les  conditions  suivantes  : 

Le  premier  fait  une  remise  de  2.5  "/^  sur  le  prix  f(trt  ou  prix 
marqué  de  l'exemplaire  ; 

Le  deuxième  accorde  seulement  19  1/2  °/o  tle  remise,  mais 
donne  i3  volumes  pour  12  ; 

Le  troisième  fait  une  remise  de  22  1/2  "/„  sur  le  prix  marqué, 
sans  treizième,  et  accorde  en  outre  un  escompte  de  3  \L\  "/^  du 
prix  réduit,  à  l'acheteur  au  comptant. 
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Lequel  des  trois  offre,  à  l'acheteur  au  comptant,  les  conditions 
les  plus  avantageuses? 


SOI"'».  -  Calculer  x  =       /y/^/zM^i-t-' 


VI.  —  AUX  ECOLES  DE  COMMERCE 


(Les  modiftcatioyis  récentes  apportées  aux  prograomnes  d'en- 
trée indiqice?U  pour  ces  Ecoles  une  composition  de  géométrie). 

30*3.  Arithmétique.  —  Un  négociant  qui  a  emprunté 
10  000  francs  pour  un  an  à  raison  de  6  "/q  trouve  au  bout  de 
quelque  temps  à  emprunter  la  même  somme  à  4  Va  "/o-  En  con- 
séquence, il  rembourse  le  premier  prêteur,  et  à  la  Gn  de  l'année 
il  a  payé  en  tout  5i2^'',5o  d'intérêts. 

Combien  de  temps  a-t-il  gardé  l'argent  du  premier  préteur. 

302  *>'*.  Algèbre.  —  Résoudre  le  système 
{X  -^  y)  {x^  -H  i/-)  =  888, 

302  ter.  Géométrie.  —  Dans  un  cercle  de  26  mètres  de 
rayon,  on  mène  perpendiculairement  au  diamètre  une  corde  de 
24  mètres.  Quelles  sont  la  longueur  des  deux  segments  formés 
par  la  corde  sur  le  diamètre. 

DEUXIÈME  PARTIE 


INSTITUT  NATIONAL  AGRONOMIQUE 

(concours  de  1898) 

Solutions,  par  M.  Léopold  Massip,  professeur  de  mathématiques 
spéciales  îi  l'Ecole  préparatoii'e  Saint-Cieorges 


Première    oi'Kt<Tio.\.    —   Etudier   les    variations   de   y  =    "   „    ,  " -' 

X2   +   X  —    I    ■ 

lorsque  s.  prend  toutes  les  valeurs  possibles.  —  Donner  une   représenta- 
tion graphique  de  la  fonction  : 

^oy:^  ^%\^^Zl^  j«  t"'e  '■  •'■'(8  -  .V)  +  ■-•(9  -  y)  +  (y-  ii>-=  0. 
Exprimons  la  réalité  des  racines  cela  donne  : 

K9 -  y)-  —  4(8  —  y)  {y—  i4)  >  0. 


1 


JOURNAL    DB    MATHÉMATIQUFS    ÉLÉMENTAIRES 


185 


Développons  les  calculs,  celle  iiiégalilé  donne  : 
r>i/-  —  lofiy  -(-  "129  ^  o. 

("alcnlons  les  racines  du  Irlnômc  :  5?/'-  —  106^  -f  -'^î)  =^  «  et  rappelons 
(|uc  ce  trinôme  esl  positif,  e'est-à-dire  prend  le  signe  de  son  premier  ternie 
pour  les  valeurs  de  y  non  comprises-  entre  les  racines,  rf<  racines  sont  : 


53 

+ 

v^(53)i  - 

-  5 

X 

:)2f) 



f) 

;V) 

\/(r^-^ï^  ■ 

-_5 

X 

52lJ 

On  voit  que  y'  esl  un  miaimum  et  que  ij"  est  un  viaximum.  Remar- 
quons que  pour  ces  valeurs  >/  et  y"  de  y  ou  a  .v  =  ^^^  _  ,7.  *"*^  "^1"'  ^^""'"^ 

sensiblement  .e  =  —  o,^o'|,      .v  =  12, '(O^. 

Les  valeurs  de  .-•  ([ui  rendent  //  nul  sont  les  racines  de  l'éciualiou 
8.1^  +  9x  —  I  ',  —  o 
il  est  facile  de  calculer  ces  racines. 
Les  valeurs  de  .v  qui  rendent  y  infini  sont  les  racines  de  léqnalion 

x-  -]-  .V  —  1  =  0. 
Remarquons,  ce  qui  est  nécessaire,  que  les  polynômes  8.v-  +  9-''  —  i '1  et 
.X--  -{-  X  —  I  n'ont  pas  de  facteurs  communs. 
Donnons  à  a?  la  valeur  =b  co.  La  valeur  de  y  est  8. 

Ajoutons  aux  valeurs  trouvées  pour  y  celle  de  y  pour  x  =  c  formons  le 
tableau  qui  donne  les  valeurs  de  x  et  de  y,  nous  aurons  les  éléments  né- 
cessaires et  suffisants  pour  construire  la  courbe  demandée. 

—  I  +  v''5 


0,',()1 


i>,i7 
))iiiiimiii)i 


11 


I3,.'|04 


8,089 
niaxiinui» 


8 


Léopold  Massip. 


Df.lxièhe  question.  —  Calculer  les  dites  d'un  trapèze  isocric  circonscrit 
à  un  cercle  de  rayon  R  sac/iant  que  le  volume  engendré  par  ce  trapèze 
lorsqu'il  tourne  de  sa  plus  r/rande  base  est  égal  à  8~aR^.  —   Discussion. 

Soient  x,  y,  c  les  trois  cotés  consécutifs  du  trapèze  isoscèle.  On  a  dans 
le  cas  actuel  de  la  question  : 

Abaissons  une  hauteur  du  trapèze  on  en  conclut  : 


(2) 


.'/-  — 


(-  -  .vV 


=  R2. 


Pour  évaluer  le  volume  enpendré  décomposons  le  trapèze  en  un  rectangle 
(de  base  x  et  de  Imuleur  •.);)  et  en  deux  triauf-'les  rectangles 'l'hypotliénuse 

étant  y  et   les   côtés   de    l'anjjie  droit  é-inix  à   'R  cl  h  l"  —  "'  j  ceci  nous 

donne  l'équation  : 

(3)  j  -(-  2a?  =  6a. 

L'équation  -  -\-  -   —  1/  donne  {z  -\-  x'i  =:  4y- 
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L'équation  :  y2  —  ^^     ,  -^'^^  =  4R2  donne  (z  —  .r)2  =  47/2  —  16R2. 
4 

On  en  conclut  que  :  xz  =  4R2  ou  z.ix  =  8R2,  cette  équation  rapprochée 
de  s-  +  2.r  =  6a  montre  que  .r  et  2.»  sont  racines  de  X2  —  GaX  +  8R2  =  o. 

Pour  que  les  racines  de  cette  équation  soient  réelles   il  faut   et  il  suffit 
que  ga-  —  8R2  >  o, 

d'où  a>''^i^, 

la  discussion  s'achève  facilement.  Léopold  Massip. 


SOLUTION  DE  LA  QUESTION  205 


i)  Un  cône  de  Jmuteur  h  est  hiscrit  dans  U7ie  sphère  de  rayon  R,  à 
quelle  distance  x  du  sommet  du  cône  faut-il  mener  un  plan  paral- 
lèle au  plan  de  sa  base  pour  que  Vaire  de  la  section  faite  dans  le  cône 
soit  le  ^  de  Faire  de  la  section  faite  dans  la  sphère  par  le  même  plan. 

La  hauteur  du  cône  étant  h,  sa  génératrice  sera  62  =  2RA  ou  bh  =  v  2RA 

et  h  =  v^aR/î  cos  9  d'où  cos  a  =.-  — —  ou  sin  o  =  {  / — '1 

^  ■        v^2R/i  ■        V  2R  —  /i  • 

Le  rayon  de  la  base  du  cône  sei-a  égal  à  A  tg  :p  =  <^'h['iR.  —  h). 

La  section  faite  dans  la  sphère  par  un  plan  parallèle  à  la  base  de  la  cône 
aura  pour  rayon  v^^(2R  —  x].  Si  nous  désignons  par  :r  la  distance  du  som- 
met à  la  section  faite  par  le  plan  alors  la  section  laile  dans  le  cône   aura 

pour  rayon  t/^îillL^. 

Comme  le  plan  est  parallèle  à  la  base  les  deux  triangles  semblables  nous 


£  _       /a--(2R  —  .y) 
h  ~  y  ■ih{-2K—h)- 


donnent 

Elevant  cette  égalité  au  carré  et  divisant  l'égalité  par  y  il  vient  : 

X 2R  —  X 

h  "  3(2R  —  lA  ' 

d'où  nous  obtenons  pour  la  valeur  de  x  :  x  =^  nj,  /  • 

2)  Si  daus  un  triangle  ."  ^  =  inPC  ^^  tr'fmgl^  est  rectangle  ou  isoscèle. 

•^  ,         ,  ,     T^        sin  B    .  .     ^        sin  C  .,     .     , 

En  remplaçant  tg  B  =  ^^  et  tg  C  =  ^^-^  il  vient  : 

sin  B 

cos  B sin2B  cos  C sin  B 

sin  C       sîiT-G  cos  B       sin  C  ' 

cos  G 
Or,  cette  dernière  égalité  ne  peut  exister  que  pour  si»  -il  =  sin  2B,  B  =  C  ; 
ou  cos  B  =  sin  C. 

Dans  le  premier  cas  le  triangle  est  isoscèle,  dans  le  second  cas  il  est  rec- 
tangle. Natalie  OhotnikofF. 
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SOLUTION  DE  LA  QUESTION  133 


Trouvez  deux  nombres  dont  la  somme  soil  12  et  le  produit  35. 

Le  produit  33  peut  être  décomposé  en  deux  facteurs  d'une  seule  manière 
")  X  7  =  3Ô  ;  la  somme  de  ces  facteurs  est  12  ce  qui  prouve  que  les  nom- 
bres 5  et  7  satisfont  à  la  question. 

Ou  a;  +  y  =  12,  .vy  =  30  d'où  les  valeurs  de  m  et  de  y  sont  les  racines 
d'une  équation  de  second  dej^ré. 

.1;'^  —  l'îx  -T-  3.")  ■=^  o 


0  =t  v'Sfi  —  35  =  6  d::  I 

7  ;  :c.,  =  .") 


ou 
Résoudre 


x[y  +  J)  =  a 

y{x  -^  a)^  b 

z(x  +  y)  =  c. 

En  l'etranchaiil  la  troisième  égalité  delà  deuxième  il  vient 

x[y  ~  z)  ^b  ^  c 

divisant  la  première  égalité  par  l'égalité  trouvée  nous  avons  : 

y  -\-  :  a  ,,  .  b  -\-  c  —  a 

- — - —  =  -j don       se  —      .      -  -:  x 

y  —  J        b  —  c  a  +  b  —  c 

puis  retrancliant  la  deuxième  égalité  de  la  première  et  en  divisant  la  Iroi- 

sième  égalité  par  l'égalité  trouvée,  nous  avons  : 

.'•  —  y       a  —  h  •'        a  -\-  c  —  b 

Mettons  les  valeurs  de  ./•  et  de  y  dans  la  première  équation 
,  _  /b  +  e  —  a        h  -]-  0  —  a\  _ 
\a  +  b  +  c^a  +  c~b)  ~"' 


d  ou  X-  =:    ■ ,        r       et      X  =  ±  *  /  —j- — ^ "^ . 

a(b  +  c  —  a}  \  2(6  +  c  —  a) 

Pour  avoir  les  valeurs  de  y  ei  j;  i\  ne  faut  taire  qu'uneîpermntatinn  tour- 
nante des  lettres  a,  b  etc  . 

où  y  ^  i  . /*^HIfE^^       et       .  =  d.  V  /?i-J^--*^ 

Natalie  Ohotnikoff, 
élève  au  gymnase  Arsenie£f  à  Moscou. 


TROfSIKMK   PARTIE 

IJEMAliOUES 

Co.nceii>a:'it  les  foiimli.ks  foxdamk.ntalks  iik  la  TniGO>o.MÉTniE 

par  .M.  Escary,  professeur  au  Lycée  de  Foix 

Suite,  y.  p.  i(ii) 

Nous  allons  la  Ir.iiislornin-  l-u  y  introduisaiil  la  trigononu-trie  ;  et  h   cet 

effet,  nous  allons  suivre  les  variations  du  rapport         quaml  l'angle  a  =  AOB 

UA 
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OB 

(»A 

0 

+  I 

■K 

+ 

0 

■2 

3i: 

+  ^ 

0 

2 

■2T. 

+ 1 

varie  de  0  à  air.  Ces  Aariatious,  données  par  le  tableau  ci-con- 
tre, sont  précisément  celles  du  cosinus  de  l'angle  ot,  et  la 
géométrie  permet  ensuite  de  démontrer  que  ce  même  rapport 
est  effectiA'^ement  égal  à  cos  a,  car  si  du  point  0  comme 
centre,  avec  l'unité  pour  rayon,  on  décrit  un  arc  de  cercle 
MN,  les  lieux  triangles  semblables  OMP  et  OAB  dont  la 
construction  est  toujours  possible,  donnent 
OB 

TYT  r=:  cos  a, 

OA 

et  l'identité  (4)  se  transforme  en  la  suivante  : 

(5j  OB  =;  OA  cos  a, 

qui  se  trouve  ainsi  rattachée  aux  variations  des  lignes  trigo- 
nométriques,  non  seulement  pour  les  quatre  quadrants,  mais  encore  pour 
toutes  les  valeurs  imaginables  d'un  arc  réel. 

Maintenant,  si  dans  l'identité  (5)  où  la  longueur  OA  est  supposée  cons- 
tante et  se  comporter  comme  le  rayon  d'un  cercle,  lequel  est  toujours  po- 
sitif, on  la  suppose  variable,  et  par  suite  susceptible  de  passer  par  zéro  et 
de  changer  de  signe,  cela  n'empêche  pas  cette  même  .égalité  (5)  d'être  une 
identité,  à  la  condition  d'y  regarder  cette  longueur  OA  comme  une  quantité 
algébrique,  et  d'adopter  par  suite,  pour  la  détermination  du  signe  dans  le 
second  membre,  la  règle  des  signes  de  l;i  multiplication  algébrique.  L'éga- 
lité (5j  qui  a  de  cette  manière  un  sens  arithmétique  et  à  la  fois  algébrique, 
est  une  égalité  de  même  espèce  que 

(a  —  b)'-  =  a-  —  2ah  -j-  b- 
puisqu'elle  ne  renferme,  comme  cette  dernière,  que   les   principes  dont  on 
fait  usage  dans  cette  partie  de  l'algèbre    qui   a   pour  objet   de   former  des 
identités. 

De  là  résulte  immédiatement,  par  une  généralisation  facile,  l'identité 
suivante  : 

(6)  AB  cos  a  -f  BG  cos  |i  -f  CD  cos  '[  +  DE  cos  5  -|-  EF  cos  s  = 

A'B'  cos  a'  -f  B'C  cos  [i'  +  CT  cos  7'  =  AF  cos  1 
où  a,  p,  y.  S,  2,  X  et  «',  ,3',  7'  sont  les  angles  dont  les  sommets  supposés 
transportés  au  centi-e  du  cercle  qui  sert  habituellement  à  définir  et  à  étudier 
les  lignes  trigonométriques,  sont  tous  comptés  à  partir  de  l'origine  et  dans 
le  sens  positif  comme  cela  doit  être,  car  la  projection  sur  X'X  de  la  ligne 
polygonale  ABCDEF  parcourue  dans  le  sens  indiqué  par  les  flèches,  est  ma- 
nifestement égale  à  celle  de  AF  parcourue  dans  le  sens  AF,  et  de  la  ligne 
AB'C'F  parcourue  dans  le  sens  AB'C'F.  De  là  encore  cette  nouvelle  identité  : 

(7)  AB  cos  a  -I-  BC  cos  p  -)-  CD  cos  Y  +  DE  cos  S  -[-  EF  cos  e  -|-  FA  cos  n  ==  o 
où  la  même  ligne  brisée  est  supposée  fermée  et  parcourue  dans  le  sens 
ABCDEF  et  dans  laquelle  les  angles  sont  encore  comptés  de  la  même  ma- 
nière, c'est-à-dire  dans  le  sens  regardé  habituellement  comme  positif,  dans 
les  variations  des  ligues  trigonométriques. 

Les  deux  identités  trigonométriques  (G;  et  (7),  nées  de  la  définition  de  la 
projection  d'une   droite   sur   une  autre,  rapprochée  à  la  fois  de  l'arithmé- 


JOURNAL    DE    MATHEMATIQUES    ELEMENTAIRES 


1S9 


tique,  (le  la  variation  des  lignes  trigonuintUriques,  et  de  la  règle  des  signes 
de  la  mulliplicalion  aif^-brique.   constiluent   les   deux   résultats   généraux 


que   nous   voulions  ohleuir  et  que  Ion  trouve  dans  les  différents  ouvrages 
de  trigonométrie  qui  ont  paru  depuis  uu  certain  nombre  d'années. 

Ces  formules  reçoivent  des  applications  diveases  et  nombreuses,  surtout 
dans  le  domaine  de  la  géométrie.  Nous  allons  applitiuer  la  formule  (6)  à  la 
détermination  du  ces  et  du  sin  de  la  somme  de  deux  arcs  a  et  b,  connais- 
sant les  sin  et  les  cos  de  ces  deux  derniers. 

Soient  le  cercle  0  de  rayon  égal  à  i.  A  l'origine  de  l'arc  a  et  celle  de  la 
somme  a  -\-  b\  puis,  supposons  que  l'on  ait  AM  =  a,  MX  =  b,  AAIN  =  a  +  6. 

Construisons  le  sin  NI'  et  le  cos  OP  de  l'arc  a  +  b,  et  ensuite  le  sin  NQ 
et  le  cos  ()(J  de  l'arc  b,  en  prenant  le  point  M  pour  origine  de  ce  dernier 
arc.  Les  projections  des  deux  contours  OIW  et  OQN  sur  la  direction  0./.- élan  t 
identiques  à  la  projection  de  ON  sur  la  même  direction,  sont  identiques 
entre  elles.  Or,  en  observant  (|ue  OP  -=  —  cos 
(a  -\-  b)  est  négatif,  ainsi  que  OQ  --  —  cos  b,  la 
projection  de  OPN  sur  (b;  se  réduit  à  —  cos  (a  +  h) 
cos   Tt,    et   celle  de  OON  à  —  cos  b  cos  {a  -\-  iz)  ^ 

sin  b  fos  I  a  -t-  ^"  1 . 

Kn  observant  que  l'on  a  cos  -  =  —  i 
cos  (a  +  •::)  —-  —  cos  «,     <'0S  [a-r-  ''\  ^^  —  sin  a 
on  a  finalement  l'identité  : 

cos  (a  -f-  b)  =  cos  a  cos  b  —  sin  a  sin  b. 

En  projetant  les  mêmes  contours  sur  Oy,  c'est  à-dire  sur  la  direction  po- 
sitive de  l'axe  des  y,  le  premier  donne,  en  observant  encore  que  NP  =  —  sin 
(a  -f  b)  est  négatif,  —  sin  [a   -(-   b)  cos   r.  ;   et  le  second,    —    cns    h  cos 

la  +  "  —  "  I  ;  d'(»ii  l'on  conclut  : 

gin  (n  -|-  b)  =  sin  a  cos  b  -]-  sin  b  cos  a. 
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On  constate  aisément  que,  en  appliquant  la  même  formule  (6),  on  retrouve 
constamment  les  identités  (i),  toujours  avec  la  même  forme  et  les  mêmes 
signes  pour  toutes  les  valeurs  réelles  des  ares  a  et  b. 

Escary,  professeur  au  lycée  de  Foix. 

EXTRAIT  D'UNE  CORRESPONDANCE 


Monsieur, 

J'ai  l'honneur  de  vous  soumettre  une  remarque  au  sujet  des  puissances 
successives  des  nombres  dont  certaines  lois  vous  ont  été  communiquées  par 
l'un  de  A'os  correspondants. 

La  manière  qui  a  servi  à  opérer  étant  toute  de  tâtonnements,  il  vaut 
mieux  y  substituer  une  méthode  matbéiuatique  qui,  étant  tout  à  fait  ri- 
goureuse, satisfait  entièrement  l'esprit. 

Voici  comment  on  peut  opérer  : 

i"  Considérons  d'abord  la  suite  des  nombres  entiers  à  la  puissance  i,  et 
soit  a  un  nombi'e  quelconque  on  peut  écrire  :  a    a  -{-  i     œ  +  2    a  +  n. 

Il  s'agit  de  savoir  si  l'accroissement  est  constant  pour  tous  les  termes  ; 
pour  cela  prenons  la  dérivée  des  nombres  par  rapport' à  a  ;  on  aura  : 

da d(a  +1)  da  -\-  n) 

da  da  da        '~    ' 

Ainsi,  pour  obtenir  un  terme  quelconque,  il  suffit  d'ajouter  i  au  précé- 
dent. 

2°  Soil  maintenant  la  suite  des  carrés  des  nombres.  Si  a  est  xm  terme 
quelconque,  on  aura  :  a-      (a  -\-  i)-      (a  +  2)'-      (a  -j-  «)'-. 

La  dérivée  première  de  ces  quantités  sera  : 

da-         ^        d(a  +  i)-  .      ,      .        d(a  +  nV-         ,      ,      s 

Comme  cette  dérivée  est  encore  fonction  de  a,  il  faut  effectuer  la  dérivée 

seconde  des  quantités  primitiACs 

d-a~        dia  d-  a  +  n)-       d-i(a  +  ti 

-j-TT  =  - ,—  =  2  X    I         — —~ '-  =    —^-^ —  :==  2  X   I. 

da-         da  da  da 

Ainsi,  le  terme  constant  2  x   i  s'obtient  au  moyen  d'une  dérivée  seconde 

et  pratiquement,   il   faudra  faire   deux  soustractions   successives   pour  le 

trouver. 

1'"  Soiistraclion       2"  Soustraolion 


Exemples 


.1      s-  =    9 

4     4^  =  i6 


9 

Examinons  enfin  le  cas  de  la  3^  puissance. 
On  aui-a  la  suite  :  «^    (a  +  i)''    f»  +  2)2    (a  -\-  jr^. 
La  dérivée  première  de  ces  quantités  sera 

da^       n   .,         d(a  -j-  1)='        „,      ,      ,.,         dia  +  nr'        ,,      .      ,., 
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l'our  faire  disparailie  a,  il  laul  prciuire  la  dérivée  secomlc,  puis  la  déri- 
vée troisiôme,  ce  qui  donne  successivement  : 
Dérivée  seconde  : 

^=3x.x«    ^+i)^=3x.x(«  +  .;     ^!i^+^'  =  3x.x:a+n) 

et  dérivée  troisième  : 

^!f^  =  3  x  a  x  I  •       ^•'^^^+'-'  -3X2X1-       '^'(''  +  ^^'  -3  X  2  X  , 
da^         .î  X  2  X  I  ,  -^^        _  .i  X  2  X  I ,        ^^^p—   _3  X  2  X  I. 

Le  terme  constant  est  donc  3  x  2  x   i  ;  comme  il  faut  recourir  à  une  dé- 
rivée troisième  pour  lobteuir,  il  faudra  faire  une  triple  soustraction. 


Kxemples 


En  général,  pour  la  n''™*^^  puissance,  il  faudra  prendre  la  u'e""»  dérivée 
ce  qui  donnera  le  produit  :  1.3.3.4.  ('^  —  i)"^  pour  terme  constant  et  prati- 
quement, le  noml)re  des  soustractions  sera  égal  à  n. 

Henri  Gay-Lancermin. 

SOLUTION  CORRIGÉE  DE  I..\  QUESTION  76a 


nombret 

I 

cubes       ! 
P'  =     I 

!'■•  soustract 

ion 

2- 

sou 

istraolion 

:î"  soustr 

2 

2'^  r=         .S 

" 

12 

3 

3^'  =    27 

3; 

18 

G 

6 

.'S 

4^'=    G'i 
.V^  =.  12") 

(il 

24 

3o 

G 

Une  confusion  ayant  eu  lieu  dans  la  solution  «le  la  question  7ti3  publiée 
dans  ce  journal,  page  ifiS,  voici  la  solution  exacte  : 

On  sait  que  le  centre  N  du  cercle  inscrit  au  triangle  complémentaire  de 
F  est  le  centre  du  cercle  orthogonal  aux  trois  cercles  exinscrits.  Soit  0  le 
centre  du  cercle  circonscrit  à  F,  G  le  centre  de  gravité,  H  l'orthocentre  et  I 
le  centre  du  cercle  inscrit;  on  sait  que  0,  G,  w,  H  sont  eu  ligne  droite  el  de 
même    N,    G,    1.  Ue  plus,  ON  est  parallèle  à  HI,  et  on   a   aussi   IG  =  aGN, 

HI  =  20>",  donc  (».\  —  -  01,  w  étant  le  centre  du  cercle  des  neuf  points. 


Or,  on  a  01  =  \/\{(K  —  3>-), 

donc  u)N  =  -_  vWR  —  2>).     Jorge  F.  d'Avillez. 

Pour  les  quelques  questions  qui  suivent,  le  lecteur  est  prié  de  foire 
la  figure  et  de  se  raiiporter  aux  énonces  dans  le  Journal  do  Matliéuiati- 
«jues  clcmenlaires. 
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SOLUTION  DE  LA  QUESTION  733 
par  L'Huillier 


1°  On  a  ~-  =  A^  ^  ^L  (l'où  l)d  =  a.  Le  lieu  est  la  parallèle  à  O,-:; 
à  la  distance  a. 

20  On  a  Ee    ^  Ae   _    AE    _  MM' 

OM'i        OA  ^  AM'i  ~  MM  1  ' 

ou  en  supprimant  le  3e  rapport  f^^ —  =^  ^  =  ^.-V-  n^i-^"^' 

OM  +  2»         a        OM  +  a  OM  +  2a 

donc  E<?  =  Ae  +  a  =  Oe. 

3»  Projetant  a  sur  Ox  au  point  o,,  on  a  Aa,  =  «G  —  a,  acti    =   OG  et 
le  triangle  A«ai  donne  (ôG  —  a)'  +  OG"  =  «Â'  +  ôM"  =  ÔG"  +  a'^ 
ou  Ôg"-  =  aa.aG. 

Soit  a  le  milieu  de  OA,  on  a  :  aO"  +  oA"  =  2  ai'  +  —  ; 

2 

or        ôO"  =  OG"  +  aG'  =  ÂG"  +  2a'aG-aA"  =  aM'  =  aG'  +  a-. 

et  aO"  +  aX    =  2aa    -] =  2aG    +  2a. «G  +  a-, 

et  enfin  ôâ'  =  (  oG'  + 


d'où  aoL  =  aG  -\ —  . 

2 

Le  lieu  est  donc  une  parabole  de  fover  a  avant  pour  tangente  au  sommet 

4°  AO'  et  MB  sont  respectivement  symétriques  de  AO  et  MO  par  rapport 
à  AM,  donc  AO'  est  perpendiculaire  sur  MB  et  égale  à  a.  On  a 

O'M.O'B  =  a2      ou      OM.GC  :=  «2  ==  «.qm       ^|J  =  ^. 

-Le  point  Aj  est  fixe  et  OA,  =  a.  H.  L'Huillier. 

SOLUTION  DE  LA  QUESTION  735 
par  L'Huillier 

11  faut  trouver  un  point  C  tel  que  PC  -f  QC  soit  maximum.  La  question 
se  ramène  immédiatement  à  trouver  le  point  de  contact  d'une  ellipse  de 
foyers  P  et  Q  tangente  au  cercle.  Alors  CO  est  bissectrice  de  l'angle  PCQ  et 
la  tangente  en  C  rencontre  AB  en  T  conjugué  harmonique  de  0  par  rap- 
port aux  points  P  et  Q. 

Le  problème  n'est  possible  que  si  le  point  T  est  en  dehors  de  la  demi- 
circonférence,  c'est-à  dire  si      np  "t"  nn  '^  H  ' 

Remakque.  —  J'ai  pris  P  et  Q  de  part  et  d'autre  de  0,  sinou  le  point  cher- 
ché serait  évidemment  une  des  extrémités  du  diamètre  AB.  Dans  le  cas  où 
P  et  Q  sont  d'un  même  côté  de  0,  le  problème  (dont  la  solution  est  identique 
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à  la  précédente,  en  renipla^'ant  l'ellipse  par  une  liyperbole)  serait  :  Trouver 
un  point  C  tel  que  la  différence  de  ses  distances  aux  points  I'  et  <J  soit 
miuiiuura.  H.   L'Huillier. 

QUESTION  737  (/.  M.  E.,  p.   143) 

Solution 

Zm  deux  forces  BD  et  CD  ont  pour  résultante  aA'D.  Donc  en  A'  nous 
aurons  deux  forces  :  uDO  et  aA'D.  On  voit  faci/enient  que  leur  résul- 
tante  sera  2A'0.  Les  neuf  forces  se  réduisent  donc  à  trois  :  2A'0,  aB'O, 
'iCO. 

Cherchons  la  résultante  des  forces  OA',  OB',  OlT.  Torraons  le  contour 
OA'IJ'iC',.  UC'i  est  la  résultante.  OC,  passe  visiblement  par  le  milieu  de 
B'jC,  donc  pour  le  centre  de  gravité  G  de  OB'jC'.  Or,  la  médiane  passant 
par  C  dans  OB',C'  coïncide  avec  celle  passant  par  C  dans  A'B'C  puisque 
OB',  et  A'B'  se  coupent  en  leurs  milieux.  Donc  G  est  \ë  centre  de  gravité 
de  A'B'C'  et  aussi  de  ABC.  De  plus,  OC'i  =  30G. 

Donc  la  résultante  des  neuf  forces  considérées  sera  dirigée  suivant  GO  et 
aura  une  longueur  égale  à  GOG. 

l'our  que  les  forces  se  fassent  éf|uillbrc  il  faiK  que  0  cl  G  coïncideid. 

Francis  Dauzats. 
■ 

QUESTION  738  (J-  M.  E.,  p.   143) 

Solution 

En  joignant  tous  les  point.)!  A  au  point  B  on  a  un  système  de  forces 
concourantes  dont  la  résultante  passe  par  là  et  par  le  centre  des  moyennes 
dislances  des  points  A  (ce  qui  est  facile  à  établir).  En  faisant  de  même 
pour  tous  les  points  B  nous  aurons  une  série  de  forces  concourantes  au 
centre  a  des  points  A. 

Ces  forces  ont  elles-mêmes  une  résultante  passant  par  le  centre  des 
moyennes  distances  ^i  des  points  B.  La  résultante  agira  donc  suivant  a|3. 
Elle  sera  égale  à  la  somme  algébrique  des  projections  des  forces  sur  a^. 

Or,  si  aa'a  ...  bb'b'  sont  les  projections  des  points  sur  xp  la  somme  des 
projections  sur  a|il  de  AB.V'BA  B...  est  m.a6  si  m  est  le  nombre  des  points 
A.  Donc  la  sonuue  des  i»rojections  de  toutes  les  forces  sera  :  nLub  -)-  m.M 
-|-  m.'xh'  -\'  ... 

Or,  ai  +  <xb'  -\-  ab' ...  =^  H.aTi  si  n  est  le  nombre  ^Uti^  [xiinls  li. 

Donc  la  résullanle  sera  une  force  ap|iliquée  suivant  a,'i  cl  \'"s\\\r  à  mn 
fois  retle  distance.  Francis  Dauzats. 

QUESTION  74S  (/.  M.  E.,  p.   108) 

Solution,  par  Francis  Dauzats 

Soient  II  l'orthocetitrc  de  .VIU;,  B'C'  les  pieds  des  hauteurs  issues  de  IJ 
et  U  et  \  le  )nilien  de  Ail. 
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Le  quatlrilatère  complet  AB'HC'BG  a  les  niilieux  IM>'  de  ses  diagonales  en 
ligue  droite.  Donc  ^IX  ne  passe  par  A  que  si  elle  se  confond  avec  la  hau- 
teur qui  devient  alors  médiane.  Le  triangle  est  par  suite  isoscèle. 

Fr.  Dauzats. 

L'aire  du  triangle  ayant  imiir  soinniets   les  projections   dtt   centre   de 

.     ,     .   'iS'^ia"-  4-  b-  +  c-i        ,  r.    ■■ .  . 

gravite  sur  les  cotes  est  égale  a   ' — ô,-,—.,-^ ,  a,b,  c  et  h  désignant 

"  "  9a-n-c-  '     >   '  cl 

les  cotés  et  l'aire  du  triangle  donné.  E.-N.  Barisien. 

Soit  G  le  centre  de  gravité.  A',  B',  C  les  pieds  des  perpendiculaires 
abaissées  de  ce  point  sur  les  côtés  ;  les  angles  A  et  BGC  étant  supplémen- 
taires, les  triangles  B'GC  et  ABC  donnent      J     =  — ^ . 

Or,  on  a,  en  représentant  par  h„,  hi,,  h.,  les  hauteurs  dn  triangle 


GA'  = 


GB'  -^  '^ 


B'GC 


donc 
ilonc 
et  finalement 


()b'-c- 


et  de  même 


et 
C'GA' 


aS  =  afin  =  b/n  =  chc. 


A'GB' 

S 


_4Si 

ga^b-^ 


A'B'C 

S 


4^/_L-L_i_    '       I    \  ^  ^^-la-  +  b^-  +  en 
9  \b-c-        a-c-  ""^  a-b'^j  y  \        a-b'-c-        / 

9    \         a'-b'-c-         j 


Jorge  F.  d'Avillez. 


Soient  A',  B',  C  les  pieds  des  bissectrices  intérieures  du  triangle  ABC  ; 
0  le  point  de  concours  de  ces  bissectrices;  A",  B",  C"  les  niilieux  de  AA', 
BB',  ce  ;  S  et  2p  la  surface  et  le  jJérimètre  du  triangle  ABC  ;  ^  la  sjtr- 
face  du  triangle  A'B'C",  Démontrer  les  relations 

AA^^^cc:^JJ 

lop  aS- 

E.-N.  Barisien. 

La  surface  du  triangle  S  par  rapport  au  Irinngle   de    référence   ABC,    est 


abc 


donnée  par  la  formule     S  =  ^gô 


l'h, 


•^3      2/3       ■: 

où  (a^i,  j/i,  Si),  {iV.2,  2/2,  -2 s  (-^s.  2/3.  ^3)  sont  les  coordonnées  normales  des 

trois  sommets  A",  B",  C". 

^  S  S  S  s 

Or,  on  a    :^,  =  ^      y,  =  .-,=:  ^-^-^      y,  ^  ^^      .^^  ==..,==  ___^ 

c^,^^:^  s        _     _     s 

'*2=C         ••'*"3-2/3-^^p-^- 


donc 


abc 

S 
a 

S 

a  + 

S 

c 
b 

S 
b  +  c 

S 

b 

S 
a  +  b 

b 

a 

S 
S 

8S2 

+  c 

S 

c 

a  + 
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OU  encore 


abcH 


a  -f-  c 


h  +  V       t>  +  c 

I  I 

(^  «  +  c 


connue 

«lone  AA'.BB'.CC  = 


a  -\-  b       a  -\-  h 
Eu  développaul  ce  déLeruiinant,  ou  trouve  après  réductions 

abcS 

a{b  +  0)  {c  +  a){a  +  b)  ' 
Si  /„,  li„  U  sont   les   bissectrices   intérieures  de  AHC,   ou   a   la   formule 
^  _  IJi.hib  -^  Cj  je  -\-  a)  {a  +  b 
Sabcp 

8a6cjjS 

(6  +  c)  (c  +  a)  (a  +  b  ' 
Eu  comparant  cette  formule  avec  (i),  on  trouve 

V  —  AA'.BB'.CC 

"'  ibp 

AA;  _  L<fij±_c)  _h^  la{b  +  C)  —  pla 

l  2JP  2  'J>.p 

l„[b     -\-     c    p)    In.p    «' 

■ip  2p 

h{p  —  b       OC"  =  h{p  —  c) 
■ip  'îp 

.,  _  fJklrip  —  a)  [P  —  fj)  {p  —  c 
""    "  Sp-i 

.p  —  «1  {p  —  b)  (p  —  c)  =  py'^ 


Or.         OA 

■  ^  OA  -  '^' 

et  encore 

OA'  = 

On  aura  de 

mèrac 

OB   = 

et 

OA 

OB.OC 

Mais 

•P  - 

(l(mc 

Ou  aura  al 

ors 

(3) 

OA'.OB'.OC"  = 


«p:i 


?^-,  .OA'.OB'.OC'  =  — 


laikL 

6p 


Jorge  F.  d'Avillez. 


QUESTIONS  PROPOSEES 


Soient  A',  B',  C  les  pieds  des  hauteurs  d'un  triangle  ABC  et  H  son  ortho- 
(•entre.  On  prend  le  symétrique  A"  dt*  .V  par  rapport  au  milieu  de  BC,  et 
les  points  -analogues  B"  et  C".  Montrer  que  les  droites  A.V.  BB',  CC"  con- 
courent en  un  mC'uie  point  et  calculer  les  distances  de  ce  point  aux  trois 
côtés  du  triangle  ABC.  'E.-N.  Barisien). 


Soit  ABC  un  triangle  donné  dont  les  côtés  soûl  a,  A,  <•  («>(''>  c  , 
S  rair<\  >•  cl  B  les  rayons  des  cercles  inscrit  et  circonscrit. 

llepni'seulous  par  S,  l'aire  du  triangle  formé  ))nr  rortlmcenirc  et  par  lesi 
centres  des  cercles  inscrit  et  circonscrit.  Soient  :  2  l'aire  dn  triangle  dont 
les  sommets  sont  les  pieds  des  bissectrices  intérieures,  1,,  ^..  v,  les   aire» 
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lies   triangles   dont   les  sommets  sont  le  pied  d'une  bissectrice  intérieure  et 
les  pieds  des  deux  bissectrices  extérieures  issues  des  deux  autres  sommets. 

Démontrer  la  relation  v^^-^— x^-  =  poJr- 

Jorge  F.  d'Avillez). 

Soit  donné  un  triangle  équilatéral  et  une  droite  A  située  dans  son  plan  ; 
si  a,  p,  Y  sont  les  distances  des  sommets  à  la  droite,  on  a  la  relation 

a(a  —  >;  +   ?(?  —  ï)  +  Ï(T  ^  «)  =^  'j  "' 
a  étant  le  côté  du  triangle.      _  (Jorge  F.  d'Avillez). 

Soit  ABC  un  triangle  donné,  AA'  =  /„  la  bissectrice  intérieure  de  ]"angle 
A,  l'a,  l"„  les  segments  lA,  lA'  déterminés  sur  cette  bissectrice  par  le  centre 
I  du  centre  inscrit,  r  le  rayon  de  ce  cercle.  Démontrer  les  relations 

Vbc  cos  A  .  la    cos  A        2K-    . 

jm^   l„         -2  "^      l  „l  „         2        abc 

Jorge  F.  d'Avillez. 

Arithitiétique.  —  Si  N  =  6«.^6.PcT.....v'^  démontrer  que  la  somme  des 
exposants  qui  figurent  dans  tous  les  diviseurs  de  >',  décomposé  en  fac- 
teurs premiers  est  égale  à  : 

(g  +  i)  (1^  +  i)  (Y  +  i)-(t  +  i)  (g  +  j:^  +  ■■■  +  G) _ 

2 

Fontebasso. 

{Supplemento  al  periodico  di  niathematica). 

Démontrer  que  ijonr  n.  entier  et  positif  l'expression  :  ^3-". 5^"+-  +  i) 
(8:"'^2  _^  8:i«+i  j^  i)  est  divisible  par  1898.  Castelli. 

{Supplemento  al  periodico  di  mathcmalicà]. 

Trigonomêlrie.  —  Démontrer  la  relation 
i»     sin^rt  4-  sin2'a  +  h)  +  sin2(a  +  2//;  +  ...  -f  sin2[a  +    n  —  i)/i] 

,j        sin  nh  cos  [2a  -f  [n  —  i}/tj  • 
2  sin  II 

2»     cos-a  +  cos-'(a  +  h    +  cos-(a  +  'xh)  +  ...  +  cos2(a  +  [n  —  i]h) 

ji       sin  nh  cos  [2a  -f  (n  —  iVij 

2     '  sin  h 

Celestri. 

iSuppleinenio  al  periodico  di  niathematica). 


Le  Directeur-gérant, 

Georges  MARIAUD. 
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